ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 
6. Band, Hft 4 UND IHRE GRENZGEBIET 8. 145192 


Geschichtliches. 


Faddegon, M.: L’&tat actuel des ötudes eoncernant les seienees exaetes en Orient 
durant le moyen-äge. (4. reun. ann. et seances d’etudes arabes du comite internat. 
d’histoire des sciences, Paris, 13.—16. V. 1932.) Archeion 14, 372—391 (1932). 

© Enriques, F.: Gli elementi d’Euelide e la eritica antiea e moderna. Vol. 3, libro 10. 
Bologna: Nicola Zanichelli 1933. L. 30.—. 

Diese bekannte italienische Euklidübersetzung hat nunmehr das X. Buch (Irra- 
tionalentheorie) erreicht. Sie ist mit zahlreichen Anmerkungen und einer allgemeinen 
Einführung von R. Struik versehen, die dem Benutzer die Einarbeitung in die kom- 
plizierte Euklidische Darstellungsweise wesentlich erleichtern. O. Neugebauer. 


Rome, A.: Premiers essais de trigonomötrie reetiligne chez les Grees. Ann. Soc. 
Sci. Bruxelles A 52, 271—274 (1932). 


Ganguli, Saradakanta: The Indian origin of the modern place-value arithmetical 
notation. II. Amer. Math. Monthly 40, 25—31 (1933). 

In Fortsetzung seiner früheren Untersuchungen über den Ursprung der modernen 
arithmetischen Stellenwertbezeichnung bei den Indern erörtert der Verf.in diesem 


dritten Aufsatze diese Frage an den von Aryabhata I und Brahmagupta gegebenen 
Regeln für die Auffindung des Quadrates bzw. Kubus einer vorgegebenen Zahl und 
deren Umkehrregeln. Zum Vergleich werden auch die Formulierungen bei Mahävira 
und Sridhara herangezogen. Eine eingehende Untersuchung über die Bedeutung 
der gebrauchten Termini: antya und uttara bzw. sesha zeigt, daß sie sich nicht auf 
die komponierenden Teile « und 5 einer Zahl ec, (a+ b= c) beziehen, sondern auf die 
Ziffern, die an erster bzw.nachfolgender Stelle stehen. Damit wird gegen 
-Kaye die schon 1879 von Rodet vertretene Auffassung, daß das moderne Positions- 
system der Arithmetik bereits bei Aryabhata vorliegt, auch durch diese Untersuchung 
erneut bestätigt. (II. vgl. dies. Zbl. 6, 3.) ©. Müller (Hannover). 
Chakravarti, Gurugovinda: Typieal problems of Hindu mathematies. Ann. Bhan- 
darkar Orient. Res. Inst., Poona 14, 87—102 (1933). 


Barbour, J. M.: A sixteenth eentury Chinese approximation for sr. Amer. Math. 
Monthly 40, 69—73 (1933). 


Hayashi, Tsuruichi: On the reetifieation, quadrature and eubature in the old Japa- 
nese mathematies. Töhoku Math. J. 36, 346—394 (1933) [Japanisch]. 


Hayashi, Tsuruiehi: A theorem due to Rimei Öhara. II. Töhoku Math. J. 36, 
395397 (1933) [Japanisch]. 

I. s. dies. Zbl. 6, 3. 

Ludendorff, H.: Über die Seiten 51 und 52 des Dresdener Kodex und über einige 
astronomische Inschriften der Maya. (Untersuchungen zur Astronomie der Maya, Nr. 6.) 
8.-B. preuß. Akad. Wiss. H.1, 4—49 (1933). 

Natucei, A.: Spigolando aleuni testi elassiei di geometria. II. Minima distanza di rette 
sghembe. Period. Mat., IV. s. 13, 47—50 (1933). 

Vgl. dies. Zbl. 6, 4. 


Mareolongo, Roberto: II trecentenario del dialogo di Galileo sui due massimi sistemi 
del mondo. Riv. Fis. Mat. Sci. Nat. 6, 393—402 u. 441—487 (1932). 


Turnbull, H. W.: James Gregory: A study in the early history of interpolation. Proc, 
Edinburgh Math. Soc., II. s. 3, 151—172 (1933). 
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Pringsheim, Alfred: Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie. 
V. Über einen Gauss’schen Beweis der Irrationalität von tang & bei rationalem x. S.-B. 
Bayer. Akad. Wiss. H. 3, 193—200 (1932). 


Algebra und Zahlentheorie. 


@ Rademacher, Hans, und Otto Toeplitz: Von Zahlen und Figuren. Proben mathe- 
matischen Denkens für Liebhaber der Mathematik. 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1933. 
VI, 173 8. u. 129 Fig. Geb. RM. 7.80. 

Rado, Richard: Studien zur Kombinatorik. Math. Z. 36, 424—480 (1933). 

Gegeben sei einerseits ein lineares homogenes Gleichungssystem in n Unbekannten 

Dana, 0 pet meter) (1) 
andererseits eine Verteilung der natürlichen Zahlen auf k fremde Klassen. Wenn bei 
jeder Verteilung ® eine solche Lösung von (1) existiert, wobei alle z, derselben Klasse 
angehören, so heißt das Gleichungssystem (1) k-fach regulär. Ist das System k-fach 
regulär für jedes k, so heißt es regulär. Es wird nun zunächst die Bedingung für 
zweifache Regularität einer einzigen Gleichung aufgestellt. Der Hauptsatz der Arbeit 
lautet aber so: Dann und nur dann ist das System (1) regulär, wenn man die Spalten 
der Matrix (a„,) so in Gruppen &,,..., ©, einteilen kann, daß die Summe der Spalten 
von &, Null und die Summe der Spalten von &, aus den Spalten von ®,,..., &,_] Ta- 
tionalzahlig linear kombinierbar ist #—=2,...,g). Etwas komplizierter lautet der 
Hauptsatz für inhomogene lineare Gleichungen. Als Spezialfälle enthält der Haupt- 
satz einen Satz des Ref. (Nieuw Arch. Wiskde 15, 212) über arithmetische Progressionen, 
einen Satz von Schur über &+ y=z usw. Der Satz des Ref. wird neu bewiesen; 
auf ihn stützt sich der Beweis des allgemeinen Satzes. Außerdem wird ein Gleich- 
mäßigkeitssatz rein mengentheoretischen Charakters benutzt: Wenn irgendein Be- 
dingungssystem regulär ist, so gibt es eine Zahl N, derart, daß das System regulär 
bleibt bei Hinzufügung der Bedingungen z,< N. Andere "Sätze mengentheoretischen 
Ursprungs betreffen die Kombinierbarkeit von regulären Bedingungssystemen; z. B. 
gilt der Satz: Bei jeder Verteilung ® gibt es mindestens eine Klasse, in der alle mög- 
lichen homogenen linearen regulären Gleichungssysteme je eine Lösung besitzen. — 
Einige Sätze betreffen die k-fache Regularität spezieller Gleichungen und die Re- 
gularität von Systemen von Gleichungen und Ungleichungen. vander Waerden 

Moriya, Mikao, und Mitio Nagumo: Über die Ordnung einer Permutation. Proc. 
Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 15, 1—3 (1933). 

‘ Es sei m(> 1) eine natürliche Zahl, n eine durch m teilbare natürliche Zahl und n Ele- 
mente Ay, A,,..., An „indieser Reihenfolge gegeben. Man teile diesen Elemente folgender- 
weise: Ay As An 5 Ans... d ES | aan 


n»* 
m Fr 2 (m-1), 


und man schalte A„ ‚4 rar A (j=0 Re )i 1 ihen- 
nn 22; A Ne N er fe 1) in dieser Reihen 
folge zwischen A;, A;ı, ein und bezeichne die erhaltene Permutation von Ay, Ay: -, 
An-ı mit Bu, B},...,Bn _.,...,Bn-ı. Nun schalte man wieder B, ,‚B tee: 
ol ErNr Her) 
b n . « . 5 

my ( = N, son aa Fa 1) in dieser Reihenfolge zwischen B,, B,,, ein und be- 

zeichne diese Permutation mit On GRRRNONENG el n>+:+, Ön-ı. Manteile 
N (m-1) 
* . RE “ m 

Cg,C4,:.:, On+ı wieder und schalte ein wie oben usw. — Dann kommt man nach 


endlichen Wiederholungen -dieses Verfahrens wieder zur Reihenfolge Ay, 41,..., Ay 
zurück. Wenn speziell n = m“ ist, dann kommt man nach « Schritten zur re 
folge Ay, Ay, -.., An-ı- (Dieser Satz wurde für m = 2% von Moriya bewiesen und 
nachher von Nagumo verallgemeinert.) Auszug. 
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Williamson, John: The expansion of determinants of eomposite order. Amer. Math. 
Monthly 40, 65—69 (1933). 

Mit Hilfe des Matrizenkalküls wird eine Determinante m - n-ter Ordnung auf eine 
Determinante m(n — 1)-ter Ordnung zurückgeführt; für m — 1 ergibt sich das Horner- 
sche Theorem. Otto Szasz (Frankfurt a. Main). 

Aitken, A. C.: On the evaluation of determinants, the formation of their adjugates, 
and the praetieal solution of simultaneous linear equations. Proc. Edinburgh Math. 
Soc., II. s. 3, 207—219 (1933). 

Bei der Behandlung eines Systems linearer Gleichungen handelt es sich häufig 
nicht nur darum, die Werte der Unbekannten zu finden, sondern möglichst viel über 
die Koeffizientenmatrix zu erfahren, so etwa Hauptunterdeterminanten, die adjun- 
gierte oder die reziproke Matrix. Der Verf. spricht sich dahin aus, daß nach seiner 
beträchtlichen Erfahrung in der zahlenmäßigen Rechnung das Verfahren der gleichen 
Koeffizienten so angeordnet werden kann, daß es nahezu alles wünschenswerte liefert. 
Hierbei ist vorausgesetzt, daß dem Rechner eine Maschine, die Produkte von zwei 
Faktoren rechnet und addiert oder subtrahiert, und ferner Divisionen durch beliebige 
Divisoren ausführt, zur Verfügung steht. Der Vorgang ist der, daß die Koeffizienten 
und die rechten Seiten der gegebenen Gleichungen in Matrixform zusammengefaßt 
werden, einer der Koeffizienten als Angelpunkt (pivotal element) gewählt wird, 
und nun jedes Element der Matrix, das in einer anderen Zeile und in einer anderen Spalte 
als der Angelpunkt steht, durch die Differenz ersetzt wird, die aus seinem Produkt 
mit dem Element im Angelpunkt entsteht, wenn das Produkt der anderen beiden in 
diesen beiden Zeilen und in diesen beiden Spalten stehenden Elemente abgezogen wird 
(Bildung von Determinanten zweiter Ordnung). Dieses Verfahren ist immer wieder 
zu wiederholen, Wird durch Verlängerung der Zeilen der Matrix an diese noch eine 
Einheitsmatrix angefügt, so kann durch dasselbe Rechenverfahren die adjungierte 
Matrix gefunden werden. Eine weiter zugefügte Hilfsspalte, die in jeder Zeile die 
Summe aller übrigen Elemente enthält und beim Rechnen in derselben Weise mit- 
behandelt wird, dient als Summenkontrolle. — Als Beispiel wird das System behandelt, 
das Gauß bei der Bestimmung der elliptischen Elemente der Pallas im Jahre 1809 er- 
halten hat (Werke 6, 18—24). Hierbei zeigt sich eine bemerkenswerte Abweichung, 
die auf einen Schreib- oder Lesefehler von Gauß zurückzugehen scheint. — In einem 
Anhang wird auf eine wenig bekannte Methode zur Berechnung der adjungierten Matrix 
von Smith [Phil. Mag., s. 3, 18, 1007—1009 (1927); s. etwa Fortschritte d. Math. 53, 
532] hingewiesen. Schrutka (Wien). 

Varopoulos, Th.: Lethöor&me de Lucas. Bull. Soc. Math. Grece 13, Nr2, 27—28 (1932). 

Eine im Wesentlichen nicht unbekannte Ableitung des Gaußschen Satzes über die 
Lage der Nullstellen eines Polynoms und seiner Derivierten aus einem allgemeineren 
Satze. Der Verf. bemerkt nicht, daß dieser Satz ein bekannter Satz von Laguerre ist 
(Euvres de Laguerre I, 8. 56.) v. 82. Nagy (Szeged). 

Robertson, Maleolm: A note on Schlieht polynomials. Trans. Roy. Soc. Canada, 
III. s. 26, 43—48 (1932). 

Der Verf. beweist ebenso wie Szegö in Math. Z. 13, 53 (1922) den Kakeyaschen 
Satz, daß zwischen der Schlichtheitsschranke R eines Polynoms n-ten Grades und dem 
" Absolutbetrag |z,| der absolut kleinsten Nullstelle z, seiner Ableitung die Ungleichung 


iR | 5 | sin — besteht. Hierauf stellt er eine algebraische Relation zwischen den 


Koeffizienten und |2, | auf, die notwendig dafür ist, daß in der Ungleichung das Gleich- 
heitszeichen gilt, und beweist, daß sie hierfür auch hinreichend ist. K. Löwner. 
Dieudonns, J.: Sur le th6oreme de Grace et les relations algebriques analogues. 
Bull. Soc. Math. France 60, 173—196 (1932). 
Es werden gewisse algebraische Relationen zwischen zwei Punktgruppen der 
komplexen Ebene untersucht, welche auf Grund der Kenntnis der einen Gruppe über 
10* 
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die Lage von mindestens einem Punkte der anderen Gruppe gewisse Aufklärung geben. 
Die Apolaritätsgleichung des Satzes von Grace (der übrigens vom Verf. aufs neue 
bewiesen wird) gehört zu diesen Relationen. Sind x), %,.. ., 21 bZW. Yı, Ya» - - -» Ym 
die Punkte der zwei Gruppen, ist die algebraische Relation symmetrisch und von dem- 
selben Grade h bzw. kin bezug auf die Punkte x; bzw. y;, und enthält je ein die eine 
Gruppe enthaltender Kreisbereich mindestens einen Punkt der anderen Gruppe, so 
wird die Relation eine verallgemeinerte Apolarität von der Type (n, m; h, k) genannt. 
(Ein Kreisbereich ist ein abgeschlossener Bereich, dessen Rand ein Kreis oder. eine 
Gerade ist.) Der Verf. gibt ein Kriterium dafür, ob eine gegebene Relation eine verall- 
gemeinerte Apolarität ist oder nicht. Es werden auch andere Relationen untersucht. 
So wird der folgende Satz bewiesen: Liegen die Punkte x,, 25, ..., x, auf dem Rande 
eines Kreises K, so hat die Funktion f(z) 
a, q, Q, 
I@) = an eb 2% I 7 ii “r z De? 

(wo die Koeffizienten a, beliebig sind) und jede ihrer Derivierten mindestens eine Null- 
stelle in beiden von K berandeten Kreisbereichen. v. 8z. Nagy (Szeged). 

Wiman, A.: Über eine Verallgemeinerung der algebraischen Gleichungen. Math. 
Ann. 108, 105—112 (1933). 

Es werden Gleichungen der beiden Typen 


k k 
Zaun Air Ion Di ausige (oma ee 


(„gerade und „ungerade‘‘) betrachtet, wobei a,;, &;,n irgendwelche reelle Zahlen 
sind. Mit Hilfe von Ableitungen und Polaren wird bewiesen, daß für n > k— 2 und 


&ı <0%g...< &; die Anzahl der reellen Wurzeln einer solchen Gleichung kleiner ist 
als die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge a,, 4, . - -, dx, a, bzw. beim ungeraden 
Typ Q1,49,...,4 — 4. Über die Zusammenhangsverhältnisse der algebraischen 


Kurven und Flächen, die durch eine Relation der Form 
k k 
rare = 0, üder 275 a Bienz, >= 0 
1 T 


zusammen mit einigen linearen Gleichungen zwischen den x; definiert werden, werden 
einige Bemerkungen gemacht. Schließlich wird auf Gleichungen der Gestalt 


N e,|t» + Id, signt - | = 0 


die Descartessche Zeichenregel für die Maximalzahlen der positiven und negativen 
Wurzeln übertragen. van der Waerden (Leipzig). 

Abason, Ernest: Sur Ie th&or&me des aceroissements finis. Ann. Sci. Univ. Jassy 
17, 1—3 (1933). 

Bemerkung zu den in dies. Zbl. 2, 186 u. 4, 390 ref. Arbeiten des Verf. 

Bohlin, K.: Sur l’&quation algebrique de einquieme degre. Döveloppements auto- 
logues. Ark. Mat. Astron. Fys. 23 A, Nr 9, 1—7 (1933). 

Bohlin, K.: Sur P&quation algebrique du einqui®me degre. Ann. Mat. pura appl., 
IV.s. 11, 247—281 (1933). 

Weitzenböek, R.: Über die Endlichkeit der Invarianten binärer Formen. Proc. 
Edinburgh Math. Soc., II. s. 3, 223—230 (1933). 

Verf. gibt eine obere Schranke für den Grad der Komitanten eines vollen Systems 
von projektiven Komitanten im binären Gebiete. Erweiterung auf Komitanten von 
n-äten Formen bezüglich r-gliedriger linearer Gruppen wird angekündigt. Griss. 

Krishnamurthy Rao, $.: Invariant-faetors of a certain elass of linear substitutions. 
J. Indian Math. Soc. 19, 233—240 (1932). galld 

Das charakteristische Polynom der Substitution x/ 2 iin ıhla ler, n) 

k=1 


besitzt für =. -=qa,=0, a,,] + 0 genau r Elementarteiler; ist n= sr + t mit 
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0=<t<r, so sind i derselben von der Ordnung s-+ 1, die übrigen von der Ord- 
nung s. Magnus (Frankfurt a. M.). 
Rumer, 6., E. Teller und H. Weyl: Eine für die Valenztheorie geeignete Basis der 
binären Vektorinvarianten. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 29, II, Nr 31, 499-504 
(1932). 
Jede Invariante eines Systems von binären Vektoren x, y,... gegenüber der 
speziellen linearen Gruppe ist bekanntlich eine Linearkombination von Produkten der 


lt 
Gesta ay)ar)ed)..; Ky)=ry— any. 


Stellt man die Vektoren x, y,... durch Punkte eines Kreises dar, die Faktoren (x y) 
durch Striche, so wird jedes Produkt (zy)(x2)... durch einen Graph dargestellt. 
Nun wird bewiesen, daß eine linear-unabhängige Basis für alle Invarianten gebildet 
wird von denjenigen Produkten, deren Graph in der Ebene keine Überkreuzungen 
aufweist. van der Waerden (Leipzig). 

Kar, S. C.: Beitrag zur Gruppentheorie der Valenzzustände. Z. Physik 81, 139 
bis 142 (1933). 

Das behandelte mathematische Problem (zu dem ein nicht ganz klar gestelltes 
physikalisches Problem den Anlaß gegeben hat) ist das folgende: J',„ und I‘, seien 
die Darstellungen der m-dimensionalen und zweidimensionalen unitären Gruppen durch 
sich selbst, I%,=I’n’]3 die Produktdarstellung des direkten Produktes dieser 
beiden Gruppen, {I'%„}” die durch n-malige Produktbildung der Darstellung 7%, mit 
sich selbst und Aussonderung der antisymmetrischen Linearkombinationen entstehende 
Darstellung. Die Spur dieser Darstellung wird berechnet und auf rechnerischem Wege 
in irreduzible Charaktere zerlegt. Jeder dieser Charaktere ist natürlich ein Produkt 
aus einem Charakter von J'„ mit einem Charakter von ]',; dabei kommt jeder durch 
n n 
ERrACT M 

vor. Die Ergebnisse werden mit denen von Weyl (Gruppentheorie und Quanten- 
mechanik, 2. Aufl., S. 292) verglichen. van der Waerden (Leipzig). 
” Turkin, W. K.: Die Niehtexistenz einfacher Gruppen der ungeraden Ordnungen 
p?gq?rs, ptqrs und p®gqrst. Math. Ann. 107, 767—773 (1933). 
In ähnlicher Weise, wie in einer früheren Arbeit des Verf. (Math. Ann. 104; dies. 
Zbl. 1, 386) wird die Nichtexistenz der im Titel bezeichneten einfachen Gruppen be- 
wiesen. Mit früheren Resultaten zusammen besagt dies, daß jede einfache Gruppe 
ungerader Ordnung mindestens 8 Primfaktoren haben muß. Der Beweis wird durch 
eine Verbindung von gruppentheoretischen Überlegungen mit Abschätzungen der 


eine Spinzahl s (= Kansız ) charakterisierte Charakter von /’, genau einmal 


Indizes gewisser Untergruppen geführt. Pietrkowski (Leipzig). 
Kurosch, Alexander: Über freie Produkte von Gruppen. Math. Ann. 108, 26 bis 
36 (1933). 


Verf. beweist für das freie Produkt @ [vgl. O. Schreier, Die Untergruppen der freien 
Gruppen. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 5, 168 (1927)] irgendwelcher Gruppen 
HB; @=1,...,k), daß Untergruppen von @ ohne Elemente unendlicher Ordnung, 
oder solche, die kommutativ und nicht zyklisch sind, mit Untergruppen einer Gruppe 
H, konjugiert sein müssen. Enthalten die H, selber nur Elemente endlicher Ordnung 
oder sind sie kommutativ, so lassen sich die Komponenten einer beliebigen zweiten 
Zerlegung von @ in ein freies Produkt von Faktoren, die denselben Typ besitzen wie 
die H,, diesen stets eineindeutig so zuordnen, daß entsprechende Faktoren isomorph 
sind. (Falls keine zyklischen Gruppen unendlicher Ordnung als Faktoren auftreten, 
sogar so, daß entsprechende Faktoren in @ konjugiert sind.) Näher untersucht werden 
insbesondere für freie Produkte zyklischer Gruppen die Zerlegungen einer beliebigen 
Untergruppe in freie Produkte nicht weiter zerlegbarer Faktoren. — Für beliebige 4; 
eilt noch, daß Untergruppen von @, die durch Transformierte von Elementen aus den HA; 
erzeugt werden, freie Produkte von mit geeigneten Untergruppen der H, konjugierten 
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Gruppen sind. Die Beweise beruhen wesentlich auf den Methoden der zitierten Arbeit 
von O. Schreier. Magnus (Frankfurt a. M.). 

Paley, R. E. A. (., and N. Wiener: Charaeters of Abelian groups. Proc. Nat. Acad. 
Sci. U. 8. A. 19, 253—257 (1933). 

Preliminary account of results on characters of infinite Abelian groups, which 
are more general as the results obtained by Haar [Math. Z. 33, 129 (1931); this. Zbl. 1, 
55] for the denumerable case and by Peter and Weyl [Math. Ann. 97, 739 (1927)] 
for the continuous one. The characters are defined by x(TA)=x(T)yx(4) and 
constructed by a formal algebraic ‚process. Afterwards a system of measure for the 
space of characters is constructed and the orthogonality of the characters y(A), con- 
sidered as functions of x, is established. van der Waerden (Leipzig). 

Miller, 6. A.: Groups whose orders involve a small number of unity congruences. 
Amer. J. Math. 55, 22—28 (1953). 

Als eine Eins-Kongruenz der natürlichen Zahl g werde die Eigenschaft von g be- 
zeichnet, daß ein Primfaktor von g nach einem anderen Primfaktor von g den Rest 1 
läßt. Die Summe der Anzahlen der Eins-Kongruenzen für jeden Primfaktor von g 
wird als die Anzahl von Eins-Kongruenzen von g bezeichnet. Im Hauptteil der Arbeit 
wird vorausgesetzt, das g keine Primzahl in höherer als erster Ordnung enthält. Es 
wird eine Untersuchung darüber angestellt, wieviel verschiedene Gruppentypen der 
Ordnung g es gibt, wenn g 0, 1, 2, 3 Eins-Kongruenzen besitzt. Diese Frage wird er- 
schöpfend beantwortet. Die Arbeit enthält ferner Beweis und Anwendungen einer Aus- 
dehnung der Sylowschen Gruppensätze und die Bestimmung der Anzahl der Gruppen, 
deren Ordnung genau durch eine Primzahl im Quadrat teilbar ist und keine Eins-Kon- 
gruenz besitzt. Pietrkowski (Leipzig). 

Ulm, Helmut: Zur Theorie der abzählbar-unendlichen Abelschen Gruppen. Math. 
Ann. 107, 774—803 (1933). 

Die Arbeit stellt ein Analogon zu dem Satze auf, daß jede endliche Abelsche Gruppe 
direkte Summe von zyklischen Gruppen ist. Die hier betrachteten Gruppen sind ab- 
zählbare Abelsche Gruppen mit Elementen nur endlicher Ordnung. Betrachtet man 
eine Basis der Gruppe, d.h. ein System von endlich oder abzählbar vielen Gruppen- 
elementen, die die Gesamtgruppe erzeugen, so bestehen gewisse Relationen, die man 
durch Nullsetzen gewisser Linearformen dieser Erzeugenden mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten darstellen kann. Die Folge dieser (höchstens abzählbar vielen) durch die Re- 
lationen bestimmten Linearformen bildet einen Modul. Aus ihnen läßt sich ein System 
unabhängiger Linearformen (eine Modulbasis) auswählen, und das System ihrer Koeffi- 
zienten bildet eine unendliche, ganzzahlige, zeilenfinite Matrix. Zu verschiedenen 
Modulbasen gehören äquivalente Matrizen, wobei der Äquivalenzbegriff etwas weiter 
als der übliche gefaßt werden muß. Man kann immer erreichen, daß oberhalb der 
Hauptdiagonale nur 0, in der Hauptdiagonale nur von O0 verschiedene Elemente stehen. 
Solche Matrizen heißen regulär. Durch Konstruktion äquivalenter Matrizen (wobei 
die Konvergenz gewisser unendlicher Produkte geeignet definiert werden muß) gelangt 
man zu Normalformen, die zwar nicht völlig eindeutig bestimmt sind (die Verteilung 
von unendlich viel len in einer Spalte ist noch willkürlich), deren Invarianten aber die 
Gruppe bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen. Pietrkowski (Leipzig). 

Ward, Morgan: The cancellation law in the theory of eongruences to a double 
modulus. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 254—260 (1933). 

Im Restklassenring des ganzzahligen Polynombereiches einer Veränderlichen 
nach einem Doppelmodul (m, f(x)) (der höchste Koeffizient von /(x) prim zu m) wird 
zu vorgegebenem Nullteilerelement eine Idealbasis für das Ideal der es annullierenden 
Elemente angegeben. Grell (Jena). 

Sehmidt, Friedrieh Karl: Mehrfach perfekte Körper. Math. Ann. 108, 1—25 (1933). 

Es handelt sich um die Untersuchung derjenigen Körper, die hinsichtlich min- 
destens zweier inäquivalenter Bewertungen im Kürschkäschen Sinne perfekt sind. Das 
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wichtigste Ergebnis, zu dem der Verf. gelangt, besteht in dem überraschenden Satz, 
daß die mehrfach perfekten Körper, deren Definition ganz auf metrischen Begriffen 
fußt, sich trotzdem rein mengentheoretisch-algebraisch charakterisieren lassen. Es 
wird nämlich gezeigt: Ein Körper K ist dann und nur dann mehrfach perfekt, wenn 
1. seine Elementenzahl X, der Gleichung XX®°— X, genügt, und 2. K algebraisch ab- 
geschlossen ist. Dieser Satz ist der von Artin und Schreier [Algemeine Theorie der 
reellen Körper. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ.5 (1926)] aufgefundenen alge- 
braischen Kennzeichnung der linear geordneten Körper analog. Daran anschließend 
werden die wichtigsten bewertungstheoretischen Eigenschaften der mehrfach perfekten 
Körper entwickelt. Die so gewonnenen Ergebnisse führen zu bemerkenswerten An- 
wendungen in der Theorie der diskreten Bewertungen, d. h. der Bewertungen, die man 
erhält, wenn man den Quotientenkörper eines Integritätsbereichs mit eindeutiger 
Primelementzerlegung mit Hilfe der Potenzen eines festen Primelementes bewertet. 
Für Körper, die hinsichtlich einer diskreten Bewertung D perfekt sind, wird nämlich 
insbesondere ein Einzigkeitssatz hergeleitet, durch den die beherrschende Rolle, welche 
die Bewertung D in der Theorie eines solchen Körpers spielt, ihre Erklärung erfährt. 
K. Rychlik (Prag). 

Jordan, P.: Über eine Klasse nichtassoziativer hyperkomplexer Algebren. Nachr. 
Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 33, II, Nr 33, 569—575 (1932). 

Verf. gelangte aus physikalischen Überlegungen zur Bildung nichtassoziativer 
Algebren. Diese entstehen aus assoziativen durch ‚Quasimultiplikation“, d. h. durch 
Definition einer Verknüpfung a xb=Aab-+ uba mit festen Zahlen A, u; an Stelle 
des Assoziativgesetzes sind hier einige schwächere Rechenregeln erfüllt. Wie die 
Definition zeigt, führt die Anwendung der Quasimultiplikation auf den neuen Bereich 
nur zu Bereichen gleicher Struktur (mit anderen 4, «); außerdem ist die Potenzierung 
eindeutig (a*a”"— a”+"). Verf. zeigt, daß diese beiden Eigenschaften erhalten bleiben für 
alle nichtassoziativen Algebren, die nur den erwähnten Rechenregeln genügen; die 
zweite Eigenschaft gilt sogar unter noch geringeren Voraussetzungen. E. Noether. 


- Thompson, William R.: On the possible forms of diseriminants of algebraie fields. II. 
Amer. J. Math. 55, 111—118 (1933). 

Die im ersten Teil der Arbeit (vgl. dies. Zbl. 1,117) für den Fall des Körpers 
der rationalen Zahlen als Grundkörper gewonnenen Resultate werden jetzt auf den 
Relativfall erweitert. Über einem endlichen algebraischen Zahlkörper %k besitze K den 
Relativgrad n und die Relativdiskriminante d, p sei ein Primideal aus %, das in der ra- 
tionalen Primzahl p zur Ordnung e und in d zur Ordnung v aufgeht; es handelt sich 
um die Bestimmung der Mengen V(n, p, e) der für diese v möglichen Werte. Enthält 


q 
die p-adische Entwicklung n = Db,p’ (O=b, < p) von n genau s von Null verschie- 
v0 q ; 
dene Koeffizienten, so setze man N(n,p,e)=n— s+e'Dv:b,p’. Dann besteht 
v=0 


bei p # 2 die Menge V(n, p, e) im allgemeinen aus allen Zahlen 0,..., N (n, pP, e); ist 
aber n=p* («=1), so wird V(n, p,e) aus der Reihe 0,...,N(n, p, e) durch Strei- 
chen der Zahlen xep* — 1 — gp* gewonnen, wo g alle ganzen rationalen Zahlen mit 
0=<g<e durchläuft; bin=p*+1(a=]1) wird V(n, p, ee) die Vereinigungsmenge 
von p—1 und V(n—1,p,e). Im Fall p= 2 bestimmt sich V(n, 2, e) genau wie bei 
p-= 2, nur sind noch weiterhin die unter 2e gelegenen ungeraden Zahlen stets aus- 
zuschließen. Grell (Jena). 

Albert, A. Adrian: Non-eyelie algebras of degree and exponent four. Trans. Amer. 
Math. Soc. 35, 112—121 (1933). 

In seiner Arbeit A note on normal division algebras of order sixteen (dies. Zbl. 5, 
342) gab Verf. das Beispiel einer normalen Divisionsalgebra, die zwar nicht 
zyklisch, immerhin aber noch direktes Produkt zweier zyklischer Algebren st. Die 
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Frage, ob es auch nichtzyklische normale Divisionsalgebren gibt, die kein derartiges 
direktes Produkt sind, wird in der vorliegenden Note durch Konstruktion eines Bei- 
spiels bejahend entschieden. Grell (Jena). 

Hasse, Helmut: Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe über 
einem algebraischen Zahlkörper. Insbesondere Begründung der Theorie des Normen- 
restsymbols und Herleitung des Reziprozitätsgesetzes mit nichtkommutativen Hilis- 
mitteln. Math. Ann. 107, 731—760 (1933). 

Ziel der Arbeit ist, einerseits die Struktur der Gruppe der Algebrenklasse über 
einem algebraischen Zahlkörper vollständig anzugeben, andererseits die Beziehungen 
der Algebrentheorie zur kommutativen Zahlentheorie, insbesondere zur Klassenkörper- 
theorie darzulegen. Die Arbeitsmethode ist das Zurückführen auf die einzelnen Prim- 
stellen, d.h. die p-adische Methode. Der Übergang von einer Algebra X über einem 
algebraischen Zahlkörper k zu ihren p-adischen Erweiterungen (Ausdehnung des Zen-. 
trums k zu k,) bietet keine Schwierigkeiten. Die Struktur der p-adischen Algebren ist 
von erstaunlicher Einfachheit (Hasse: Über p-adische Schiefkörper und ihre Bedeutung 
für die Arithmetik hyperkomplexer Zahlensysteme, Math. Ann. 104, 495—534 (1931); 
dies. Zbl.1, 198]. Für die Strukturuntersuchung der Brauerschen Gruppe kommt es 
natürlich im wesentlichen auf ein Kriterium dafür an, wann eine Algebra X über % der 
Einsklasse angehört, d.h. ein voller Matrixring ist. Ein solches Kriterium liefert der 
fundamentale Satz: X ist dann und nur dann voller Matrixring, wenn das für alle 
p-adischen Erweiterungen X;, gilt. Dieser Satz wird auf den Hilbert-Furtwänglerschen 
Normensatz der Klassenkörpertheorie zurückgeführt und ist mit ihm gleichwertig. 
Hieraus folgt, daß eine Erweiterung K von k dann und nur dann Zerfällungskörper von 
A ist, wenn jedes Kg Zerfällungskörper des entsprechenden Y;, ist: dies liefert eine 
einfache Bedingung für Zerfällungskörper. Es muß nämlich der Index von W,, ein 
Teiler des Grades [Kg :%,] sein für alle ®. Dies ergibt die Existenz von Zerfällungs- 
körpern, die relative Kreiskörper sind. Nun erweist sich das Artinsche Reziprozitäts- 
gesetz für relativzyklische Körper in der Hasseschen Form als Produktformel für das 
Normenrestsymbol als im wesentlichen gleichbedeutend mit der Summenrelation 
>) =0 (mod) für die von Hasse eingeführten Invarianten (%) einer Algebra 

p 
[Hasse: Theory of cyclic algebras over an algebraic numberfield, Trans. Amer. Math. 
Soc. 84, 171—214 (1932); dies. Zbl. 3, 386]. — Die Möglichkeit der Benutzung von 
Kreiskörpern als Zerfällungskörper ergibt so eine Reduktion der Kernaussage des 
Reziprozitätsgesetzes auf das Reziprozitätsgesetz für relative Kreiskörper, das bekannt- 
lich ganz elementar beweisbar ist. Es muß noch gesagt werden, daß diese Reduktion 
des Reziprozitätsgesetzes darin seinen Grund hat, daß die Strukturtheorie der 
p-adischen Algebren sich als gleichbedeutend mit der Theorie des Normenrestsymbols 
für eine feste Primstelle erweist. Die Algebrentheorie liefert eine Möglichkeit, das 
Normenrestsymbol direkt, ohne Benutzung des Reziprozitätsgesetzes zu definieren 
(mitsamt der Normierung: das ist das wesentliche!) und damit einen natürlichen Zu- 
gang zur Theorie der Normenreste. — Das Resultat über die Struktur der Brauerschen 


Gruppe kann nun so ausgesprochen werden: Die Summenrelation >) =(0 (mod) 


ist die einzige Bedingung, die von den (—) erfüllt werden muß, die Brauersche Gruppe 
ist also isomorph zu der durch die Summenrelation definierten Untergruppe der direkten 
Summe aller von den einzelnen (%) gebildeten Gruppen &,; &, ist dabei die additive 


Gruppe der rationalen Zahlen (mod 1), wenn p ein Primideal, die Gruppe der Zahlen 
0, 3 mod I, wenn p eine reelle unendliche Primstelle und die Gruppe der Zahl 0 mod1, 
wenn p eine komplexe unendliche Primstelle ist (man vergleiche die zweite der 
zitierten Arbeiten und das Referat darüber). Deuring (New Haven). 
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Köthe, Gottfried: Erweiterung des Zentrums einfacher Algebren. Math. Ann. 107, 
761—766 (1933). 


Problem: Gegeben sei eine Algebra A über einem Zahlkörper k; K sei eine Er- 
weiterung Mt Wie hängen die Invarianten I der erweiterten Algebra Xx mit den 
Invarianten (5) von U zusammen? Die Antwort ist (5) = [Kg:ky] (5) (mod 1) 


(Kg bedeutet die B-adische Erweiterung von X, p die ® enthaltende Primstelle von k). 
Dies ist, wie man sieht, eine Frage der p-adischen Algebrentheorie (siehe vorstehendes 
Ref.). Im kleinen gilt der Satz, daß jede Algebra ® über X, durch Erweiterung einer 
Algebra über %, erhalten werden kann, im großen ist dies jedoch nicht der Fall. Zum 


"pen muß man ® und X so wählen, daß die genannten Übertragungen der 2: auf 
die (5) für zwei passende Primideale B,, P, von K, die das gleiche p teilen, daß heißt, 


die beiden Formeln (a = [Ky, :ky] (5). (5) = [Ky,:ky] (5) (mod 1) einen Wider- 
2 

spruch enthalten. Eine interessante Folgerung aus dieser Tatsache ist der Satz, daß 

nicht alle Algebren über algebraischen Zahlkörpern aus Gruppenringen gewonnen 

werden können. Diese speziellen Algebren entstehen ja durch Zentrumserweiterung 

aus Algebren über Kreiskörpern. Deuring (New Haven). 


Zahlentheorie : 


@ Zolotareif, J. I.: Gesammelte Werke. Redig. v. Stekloffs Phys.-Math. Inst. 
Bd. 1u.2. Leningrad: Verl. d. Akad. d. Wiss. v. USSR. 1931 u. 1932. Bd. 1: 434 S., 
Bd. 2: 364 S. [Russisch]. 
Bd.I. 1.Über eine unbestimmte Gleichung dritten Grades (Magisterdiss., 
St. P. 1869). — Zolotareff legt die Theorie der Minima positiv-definiter Formen dar, die seinen 
späteren Arbeiten zugrunde lag. — Dann wendet er seine Theorie an zur Lösung der unbestimm- 
ten Gleichung =? + Ay? + 4?2? — 3 Axyz =1, d.h. zur Auffindung aller Einheiten reiner 
kubischer Körper. Dazu wendet er die Methode der Reduktion von Formen mit veränderlichem 
Parameter an, die von Hermite entdeckt und späterhin von L. Charve [Ann. Ecole norm 9 
(1880)] zur Auffindung der Einheiten von allgemeinen kubischen Zahlkörpern angewendet 
“wurde. — 12. Theorie der ganzen komplexen Zahlen mit Anwendung auf Integral- 
rechnung (Doktordiss., 1874). — Kap. I. Theorie der Kongruenzen nach einem Doppelmodul. 
Kap. II. Theorie der „komplexen“ (= algebraischen) Einheiten. Ihre Darlegung weicht von 
der üblichen dadurch ab, daß man zum Beweise des Kernsatzes: ‚‚es gibt in jedem Körper 
Einheiten, unter deren Konjugierten » beliebig klein und n—»—1 beliebig groß sind‘, folgenden 
Satz von Hermite anwendet: „Jede positive quadratische Form von n Veränderlichen mit 


der Diskriminante D nimmt einen Wert (bei ganzzahligen Werten der Veränderlichen) 
n—1 
—(4/3) ° YD an.“ — Im Kap. III ist eine originelle Theorie der „idealen Größen“ entwickelt. 
Es sei F(x) = 0 eine Definitionsgleichung, welche folgende Zerlegung modulo » zuläßt: 
F(x) = VrVrm...V”s +» F,(x), wobei die V, modulo p irreduzibel sind und F,(x) zu ihnen 
modulo p relativ prim ist. Eine Größe $(z,), wobei F(x,) — 0 ist, heiße durch einen idealen 
Primfaktor von p teilbar, wenn das Polynom (x) durch eine der Funktionen V,; 7 p teil- 
: ei: \ («+A)dx 
bar ist. — ImKap. TV ist dieFrage nach der Darstellbarkeit desIntegrals oe Fa: 


durch Logarithmen vollständig für beliebige reelle Koeffizienten gelöst (Tehebycheff hat 
diese Aufgabe für rationale Koeffizienten gelöst). Mit anderen Worten, es ist eine obere Grenze 


gegeben für die Periode der Zerlegung von YR(x) in den Kettenbruch (vgl. a @Guvres f, 
(2 + & 


(2 — 1)(2— &)(® — P) 

K CN ee f 
reellen &, ß gebracht. Dann ist notwendig und hinreichend, daß a = Gr Frl ist, wobei 
sn? u 5 t Ä dx , 

— — — — — _-, K,K’ die Perioden des Integrals ‚v,v',A ganz 
sn? u — sn? a Yz(@—-1)(2 — o) (® — ß) 

rational sind. Es handelt sich darum, für A eine obere Grenze zu bestimmen. — Sind % ß durch 

keine rationalzahlige algebraische Relation verbunden, so hat die Aufgabe keine Lösung. — 


mit 


104—144). — Zunächst wird dies Integral in die Gestalt y 


x 


1 
Gibt es eine einzige solche Relation 9(«a, 8) = 0, und ist u der Grad von ee ee) =0 
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in bezug auf t, so ist A < u. — Sind aber «, P algebraische Zahlen, so muß man zwei Fälle 
unterscheiden, je nachdem A gerade oder ungerade ist. Im ersten Falle muß k’ = ra 
im durch «, 8 erzeugten Körper liegen. Führen wir nach und nach die Landensche Trans- 
Au überführt, so zeigt Z. mit Hilfe der Idealtheorie, daß 
man nach einer angebbaren Anzahl Schritten dazu kommt, daß dies nicht der Fall ist, d.h. 
daß A ungerade ist. — Ist A ungerade, so führt Z. nach und nach eine Transformation aus, die 
: EN, a -(e+A=7) 
die Parameter «, ß folgendermaßen transformiert: &;;1= (G mu ) Di = Fee 
Dann zeigt er ebenfalls mit Hilfe der Idealtheorie, daß diese Transformation entweder peri- 
odisch ist, oder man nach einer angebbaren Anzahl Schritten dazu kommt, daß /,, m,, n, auch 
Idealfaktoren enthalten, die nicht zugleich in zweien der Zahlen 2!, 2m, 2n enthalten sind, 


formation aus, die k; in Kyı = 


l 

N; 
algebraische Zahlen. Damit ist die Frage nach den pseudoelliptischen Integralen und auch 
nach der Kommensurabilität von u, K, K’ vollständig erledigt, wenn die Werte von k und 
sn(u, k) gegeben sind. — Sind die Koeffizienten imaginär, so besteht die Hauptschwierigkeit 
darin, daß die Landensche Transformation periodisch sein kann. — Bd. II. 16. Anwendung 
der elliptischen Funktionen auf Fragen nach den am wenigsten und am 
weitesten von Null abweichenden Funktionen [Abh. der St. P. Akad. 30 (1877)]. 
I. Man finde das Polynom vom TypF (x) = &* — o2*""1+9,2*°7°?+ --- + p, (wobei o gegeben 


; % I; e 
womit die Periodizität ausgeschlossen ist. Dabei ist x; = ini? N — und ],, m,, n, sind ganze 
} r 


ist), welches im Intervall (—1, 1) am wenigsten von Null abweicht. — Ist |o| <n 1° ‚so 


kann die Lösung durch lineare Transformation auf die Lösung F(x) = Er 
der Tschebyscheffschen Aufgabe zurückgeführt werden, in welcher der Wert von o nicht vor- 


cos(n arccos?) 


geschrieben ist. Dann ist die Abweichung Z — ee (sign _ =). — Ist dagegno>n- 18’, 
n 
sn?(u, k) + (. k 
so setzt Z. 2 = R ‚ wobei der Modul % aus der Gleichung 
sn?(u,k) — ( 


20m Due; H ns) 
14 22 SERRT- 
ge Ra o( 
N n N n 


zu bestimmen ist, und erhält: 


ee er EEE ee een ı [_YE:ao) 7” 
N URTGE EEE 


wobei H(u), H,(u), 6(u), 6,(u) die Jacobischen Funktionen sind. — Neuerdings hat N.Achyeser 
[ Bull. Kas. Math. Ges. (3) 3 (1928)] eine allgemeine Aufgabe mit 2 oder mehreren vorgeschrie- 
benen Koeffizienten gelöst, indem er sie an die konforme Abbildung von mehrfach zusammen- 
hängenden Gebieten geknüpft hat. — II. Man bestimme das in (—1, 1) am wenigsten von Null 
abweichende Polynom F(x) = x" + p,2""1+ ..- + p, mit der Nebenbedingung F (a) = A (a >). 
Die Lösung ist dieselbe wie bei I. — III. y= o(x)/y(x). Die Grade der Polynome (x), y(x) 
seien <n. Es sei bei |x|<lauch|y|<1. Man finde denjenigen Bruch $(z)/y(x), dessen 
Minimum bei| = | = 1/k (k < 1) maximal ist. — IV. y = o(z)/y(x). Die Grade von o(X), y(x) 
seien <n. Es sei bi l<r<I1/k |y|>1 und be -Ik<x <—1 y<-—]l. Unter 
solchen Brüchen finde man denjenigen, welcher in den genannten Intervallen am wenigsten von 
Null abweicht. — Die Lösungen von III, IV sind ebenfalls durch elliptische Funktionen dar- 
stellbar. Hier muß man die Fälle gerader und ungerader » unterscheiden. — 18. Sur la theo- 
rie des nombres complexes [J.Math. (3) 6 (1880)]. Z. begründet hier die Idealtheorie ohne 
jede Beschränkung. Als Grundbegriff dient: „Eine algebraische Zahl « heiße durch £ modulo 
p teilbar, falls es eine zu p relativ prime Zahl c gibt, so daß c«/ß ganz ist.“ Alles ist auf 
folgendes Theorem gegründet: „Es sei « ganz algebraisch. Ist & so geeignet, daß in der Norm 
von & + p& eine möglichst niedrige Potenz von p aufgeht, so ist p durch & + p& modulo 
teilbar.“ Diese Art der Begründung der Idealtheorie wurde später in mehreren russischen 
Arbeiten weitergeführt. Vgl. Sochotz ky, St.-P.1893; Voronoi, St. P.1894; Ref., Bull 
Kas. Math. Ges. (2) 25 (1925). 20. Briefwechsel zwischen Z.und Korkine. Enthält 
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u.a. ein interessantes Fragment von Korkine über sukzessive Minima unbestimmter binärer 
quadratischer Formen, dessen Ideen später von A. Markoff (Diss., St. P. 1880; Math. Ann. 15) 
entwickelt wurden. — Die Ausgabe ist mit Bemerkungen und Erläuterungen der Redaktion 
versehen. y N. T'schebotaröw (Kasan). 
Bell, E. T.: Reeiprocal arrays and diophantine analysis. Amer. J. Math. 55, 
50—66 (1933). 
‚By aid of certain reciprocal arrays, defined in this paper, a straightforward and 
uniform method is given for finding the solutions of Diophantine equations of each 
of the following types (T)—(VII), the variables x, y, z, u, w being all independent. 


Mn SERUR (9> L); (I) 

Er re Ur en (n>1,m<n). (II) 

1: Hau. Warm... m D>N), (III) 
where the number of equal products of degree n is finite. 

EU EYE ENT (IV) 
Writing X (n) for ft... 25*, where a,,..., a„ are given positive integers and employing 
similar notations for other cases, we write the next two types in the forms 

X(n)= U(m), (V) Xn)=Um=:-.=Wl). (WM 
The final type (VII) is a simultaneous system of systems of type (VI) having the form 
Aln)= + = X,(n), 
U,(m)= = U,(m,), (vII) 


Wl)= = Win): 
The first six types may be considered as special cases of the last. Repeated appli- 
cations of the solution of (I) give a uniform procedure for solving the remaining equa- 
tions. R. D. Carmichael (Urbana). 

Ward, Morgan: A type of multiplieative diophantine system. Amer. J. Math. 55, 
67—76 (1933). 

__— The principal purpose of this paper is to determine the positive integral solutions 
of the system (8) of M equations in the K+ L unknowns x and y: 

(5) A;aftıagi®... ae —= Buyfiıyae... ybir. = 1,2,..,M 
The exponents a, b are positive integers or zero, while the coefficients A, B are positive 
integers. Bell (see the foregoing review) has treated this problem directly. The method 
here employed is indirect but strietly arithmetical, being based upon the unique decom- 
position of integers into prime factors. Denote by (M) what (8) becomes when the A; 
and B; are all equal to unity. With (M) is associated the linear system 

(A) matt +5 = bsrw tbewt.  +brwr. i=1,2,...,M 
A correspondence of a dual character is established between (M) and (A). This corre- 
spondence guides the method of solution of (8) here developed. R. D. Carmichael. 

Khintehine, A.: Zur additiven Zahlentheorie. Rec. math. Soc. math. Moscou 39, 
Nr 3, 27—34 (1932). 

Verf. beweist den folgenden Satz: Es seien h>2 Folgen natürlicher Zahlen ge- 
geben, f}, - - -, /n; es sei f;(n) für jede natürliche Zahl n und1<:<h die Anzahl der n 
“ nicht übersteigenden Zahlen aus f;. Es sei x >0 und f;(n)> an fürl<ı<h,n=1. 
Es sei F die Folge derjenigen natürlichen Zahlen, die sich als Summe von höchstens 
h Summanden darstellen lassen, wobei diese Summanden in den Folgen f},.. -, fr 
liegen müssen, und aus jeder Folge nur ein Summand ausgewählt werden darf. Be- 
zeichnet F(n) die Anzahl der n nicht übersteigenden Zahlen der Folge F, so ist für x <1 
F(n)=han. — Bisher war statt dessen nur F(in)= (1—-(1-— ay®)n bekannt; 
auch in dem Spezialfall, in dem die h Folgen fı,... ., fa sämtlich gleich sind, kannte 
man nichts Besseres. Daß der Satz sich nicht verschärfen läßt und für «h = 1 ebenfalls 
gilt, ist fast trivial. — Der Beweis ist äußerst kunstvoll. Er besteht aus einem simul- 
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tanen Induktionsbeweis zweier Hilfssätze, von denen der eine den obengenannten 
Satz enthält. Der Beweis ist zwar schwierig, erfordert aber keinerlei Vorkenntnisse. 
Hans Heilbronn (Göttingen). 

Archibald, Ralph G.: Coneerning highly composite numbers. Trans. Roy. Soc. 
Canada, III. s. 26, 111—118 (1932). - 

A highly composite number is a positive integer which has more divisors than any 
smaller positive integer. These numbers have been studied by Ramanujan who 
showed that they possess distribution properties somewhat analogous to primes. This 
paper studies the question of highly composite numbers in an arithmetical progression 
and shows that if a does not divide b, the progression ax + b contains only a finite 
number of highly composite numbers. This result is an immediate consequence of the 
theorem: Every sufficiently large highly composite number is divisible by a given 
power of a given prime. No use is made of the analytie theory of numbers. Lehmer. 

Pillai, S. Sivasankaranarayana: On an arithmetie funetion concerning primes. 
J. Annamalai Univ. 1, 159—167 (1932). 

Verf. untersucht die folgende Frage: Zieht man von einer natürlichen Zahl n die 
größte sie nicht übersteigende Primzahl ab, vom Rest wieder die größte ihn nicht über- 
steigende Primzahl usw. bis man den Rest O oder 1 erhält, so erhält man auf diese 
Weise eine Darstellung durch Summanden, deren Anzahl durch R(n) bezeichnet wird. 
— Verf. beweist 1. R(n) ist nicht beschränkt. 2. R(n)= o(logn). 3. R(n) =O (log logn) 
unter Annahme der Riemannschen Vermutung. Übrigens ist 3. in jedem Falle wahr. 

Hans Heilbronn (Göttingen). 

Heilbronn, Hans: Über den Primzahlsatz von Herrn Hoheisel. Math. Z. 36, 394 
bis 423 (1933). 

Hoheisel’s theorem (S.-B. preuß. Akad. Wiss. 1930, 580—588) is that, if (x) 
is the number of prime numbers not exceeding x, there is a constant «, <1 such that 

logx 


„im ir(® + 2%) — z(z)} Fe. 


Hoheisel’s proof depends on the theorem of Littlewood, that 


loglogt _ 

logt 
on the theorem of Carlson, that, if N(o’, T) denotes the number of zeros of &(s) in 
the region o>0', |t|<T, then N(o, T) = O(T®), where «= «a(0)<1for o >}; 
and also on the functional equation and Hadamard product of £(s). — Heilbronn 
gives a more direct proof of Hoheisel’s theorem. The new proof depends on Little- 
wood’s theorem, but not on Carlson’s theorem, the functional equation, or the 
Hadamard product. It uses, however, an idea similar to that on which Carlson’s 
theorem depends. This is roughly that, if u(n) is the function of Möbius, 


1— Cs) BEE 


is, even for 4 < 0 <(1, on the average smaller than £(s), if T is a suitable function of t. 
— The analysis applies to the function 1/Z(s) as well as to £’(s)/&(s). The author is 
thus able to prove that lim &-% 3 um) =0. 


EI g<negtan 


The analysis also applies to Dirichlet’s Z-functions, and so gives the analogues of the 
above theorems for the primes in an arithmetie progression. E.O. Titchmarsh. 
Mahler, Kurt: Zur Approximation algebraischer Zahlen. I. (Über die Anzahl der 
Darstellungen ganzer Zahlen dureh Binärformen.) Math. Ann. 108, 37—55 (1933). 
Im ersten Teil der Arbeit (dies. Zbl. 6, 105) wurde gezeigt, daß sich durch eine 
irreduzible ganzrationalzahlige Binärform F(x, y) von mindestens drittem Grade 
höchstens endlich viele Potenzprodukte gegebener endlich vieler Primzahlen an alas 
eigentlich (d. h. mit ganzrationalen teilerfremden &— p, y= g) darstellen lassen. "In 


es) FU for rg, c>1-—a, 
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‚diesem zweiten Teil wird eine Schranke für die Anzahl dieser eigentlichen Darstellungen 
hergeleitet. Es wird die Existenz einer nur von F, nicht von t und P,-. -, P, abhän- 
gigen positiven Zahl c=c(F) bewiesen derart, daß höchstens d'+! eigentliche Dar- 
stellungen von Potenzprodukten der P,,..., P, durch F vorhanden sind. Insbeson- 
dere ist also die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer gegebenen ganzrationalen 
Zahl g mit t verschiedenen Primteilern durch c!+! beschränkt; für Primzahlen Ver 
also durch e selbst, von g—= P ganz unabhängig. — Als weitere Folgerung ergibt sich, 
daß die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ganzrationalen Zahl g von der Form 
O(|g |‘) mit beliebig kleinem positiven & ist. Schließlich wird noch ein Satz von 
T. Nagell verallgemeinert, nach dem für ein ganzrationalzahliges Polynom f(x) mit 
nicht lauter rationalen Wurzeln der größte Primteiler des Produkts f(1)...f(p) mit p 
von höherer Ordnung als p unendlich wird. Für Binärformen F (wie oben) strebt 
der größte Primteiler von F(p}, 91) - - - F(Pms 9m) für eine wachsende Anzahl m von 
verschiedenen teilerfremden Argumentpaaren p,,q. zu Unendlich mindestens wie 
logm loglogm. H. Hasse (Marburg). 


Boehle, Karl: Über die Transzendenz von Potenzen mit algebraischen Exponenten 
(Verallgemeinerung eines Satzes von A. Gelfond). Math. Ann. 108, 56-74 (1933). 

Die Gelfondsche Beweismethode [C. R. Acad. Sci., Paris 189, 1224 (1929)] wird 
verallgemeinert und damit bewiesen: „Sind ®9,,%,,...,d, linear unabhängige 
Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers K s-ten Grades (s> 2), ist ferner 
a(a— 1) =0 unda sonst beliebig, so wird mindestens eine der Zahlen 
a, a®,..., a’ transzendent.“ 


Beweis: X habe die Basis ®,, ®3, ..., ®,; von den zu X konjugierten Körpern seien 
KW,..., Kr reell, Kt? und Kutnt+9 für !=1,2,...,r, konjugiert komplex (r,+2r,=s). 
Jeder ganzen Zahl {£ von X mit den Konjugierten £®, £®9,...,£® läßt sich mittels 


Em L Elk+r) 
2,(£) = C® für k=1,2,...,,r; %() = ———— —— für k=enH+tl1l,n+2..,r114+75; 
(k-r) _ EM 
(= ae für ken +r+1l,rn+r,+2,...,s ein reeller Punkt (x, %,...,%,) 
i 
_im s-dimensionalen Raum zuordnen; diese Punkte bilden ein Punktgitter. Sei 
ga) =,_ max (6) )- Die ganzen Zahlen aus K werden angeordnet in eine Folge 


&o=0, 61.69 63; ---, so daß g(£„) = g(£,.) für m<n ist und jede Zahl £ genau einmal 


oo 
vorkommt. Dann besteht eine konvergente Interpolationsreihe a = »)5,P,(z) mit 
n=0 


n—1 n n 

= | | m»L adz > ' f(&3) ] l REN: A 

P„() = (2-4), , = er ae = ER = (& — 0,3 "der „Inte 
k=0 [6] k=0 i=0 


Ii+k 
grationsweg (© ist ein Kreis um z= 0, in dem alle Punkte &,,£1, .. -, £„ liegen. Sei jetzt 
der Satz falsch; dann erzeugen aPı, a%, ..., a%s einen Oberkörper M von K, in dem alle 
Zahlen a‘r, also auch b, liegen. Ideal- und Gitterpunktsbetrachtungen führen zu der Kon- 
struktion einer Zahl H,+0 aus M, so daß H,„b, ganz ist; dieses Produkt und seine 
s-l 

Konjugierten in bezug auf M genügen den Ungleichungen |A,b,|<e 5 
|AwWdm|<e® (h=1,2,...,m), so daß für großes n |N(H,b,)| = e:\nt 
also db, = 0 ist; dann müßte die Funktion a® ein Polynom sein, und das ist falsch. 

K. Mahler (Krefeld). 


nlogn+0O(n) 


’ 


n+0(n) 


’ 


Analysis. 


Aseoli, 6.: Sulle eondizioni di validitä dello sviluppo di Taylor nel campo reale. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 16, 604—606 (1932). 


Pringsheim hat [Math. Ann. 44, 57—82 (1894)] bewiesen: Die notwendige und 
hinreichende Bedingung für das Bestehen der Entwicklung 


fa + h) = fla) + hf (a) + --- + Mrin!f@%ka) + --- 
fürO<h<R ist, daß f(x) in a (rechts) unbeschränkt differenzierbar ist und daß für 
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jedes x zwischen a und a-+ R und für jedes r, das der Ungleichung 0 <r <R genügt, 
der Ausdruck (Rest) re (1 O-1 Hafo(a + OR) 

R— 1! 
als Funktion von 4 und A betrachtet, im Gebiet 0<9<S1,0<h<rfürn = © gleich- 
mäßig gegen 0 konvergiert. — Der Satz bleibt auch für die allgemeinere (von Schlö- 
milch und Roche angegebene) Form des Restes 


(1 NR n {{n 


n ” . .- . 
richtig, wenn und nur wenn lim p/n = 0, lim Yp = 1 ist. Weiter folgt noch ein zweiter 
n>X 


n>X 
Satz, der diesen als besonderen Fall enthält. Die Beweise sollen in den Atti Accad. 
Sei. Torino erscheinen. — Anhangsweise wird ein Beweis von Fubini für einen Satz 
von Bernstein und den genannten Satz von Pringsheim [Atti Accad. Sei. Torino 51, 
896-898 (1915—1916)] vereinfacht. L. Schrutka (Wien). 

Pfeiffer, G.: La simplifieation des recherehes de L. Bianchi, generalisantes le earaetere 
de S. Lie, que les paramötres soient essentiels. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 
16, 420-426 (1932). 

Die Arbeit enthält eine übrigens unwesentliche Vereinfachung eines von L. Bianchi 
stammenden Verfahrens zur Ermittlung der Anzahl der in einem Funktionensysteme 
vorhandenen wesentlichen Parameter (L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei 
gruppi continui finiti di trasformazioni, $. 30—36 Pisa 1918.] O. Boruvka. 

Aliprandi, Giuseppe: Sui metodi di estrapolazione parabolica e dei „quozienti“. 
Atti Mem. Accad. Sci. Padova, N.s. 48, 221—228 (1932). 

L’a. generalizza il procedimento indicato con il nome ‚estrapolazione per quozienti“. 

Autoreferat. 

Khintehine, A.: Über eine Ungleichung. Rec. math. Soc. math. Moscou 39, Nr 3, 
3539 (1932). 

Verf. beweist: Ist eine quadratische Matrix von q Zeilen gegeben, in der A Ele- 
mente den Wert 1 und die übrigen den Wert O0 haben, so ist: Summe der Quadrate der 


a 
RR. = 


Zeilensummen + Summe der Quadrate der Spaltensummen < ala nn 2)- Der Be- 


weis erfolgt in 2 Schritten: Zunächst wird gezeigt, daß man sich auf Matrizen beschrän- 
ken darf, in denen rechts von jeder Null und über jeder Null keine Eins steht. In diesem 
Falle läßt sich der Satz leicht durch eine geometrische Induktion beweisen. — Durch 
Grenzübergang erhält man die folgende Integralabschätzung: Ist f(x) im Intervall 
(0...g) monoton nicht steigend, f(0) = g, f(g) = 0, 


q q q Hi 
No)a=4, so ist [P(@) dx + 2/z1(x) dx =4lg+ 2): 
ö ö ö q 


Hans Heilbronn (Göttingen). 

Abrameseo, N.: Les polynomes orthogonaux. Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse 24, 
67—87 (1932). 

The paper contains a lueid, although coneise, exposition of the fundamental 
properties of orthogonal Tehebycheff polynomials P,(x), of degree n=0,1,2,..., 
corresponding to a given interval (a,b) and to a characteristie function (x) therein 
integrable and positive. It also contains a short bibliography on the subject. The 
topics covered are as follows. a) Existence and uniqueness (disregarding constant 


factors) of P„(2). b) Representation of P„(x) as a quotient of two determinants. c) For 
ehe e dr 

ie ; finite, the BD ralarll o(z) P„(2) = Z [= — a)" (b — a)" y,(2)], Yn(z) 

finite for 2= a, b, which clearly shows the nature of the zeros of P,(x). d) The generat- 

ing function for P, (x), when taking y, (x) independent on n:%,(2) = (e— a)? (b— ie 

which leads to Jacobi polynomials (to which also belong the hypergeometrie poly- 
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nomials of Darboux. Ref.), satisfying a differential equation of a known type. e) The 
linear recurrence-relation connecting P„;5, P);1, and P„. f) Existence and explicite 


expression for ‚im YP,(e) . This is established by means of a theorem of G. Szegö on 


a certain class of determinants [Math. Ann. 76, 490-503 (1915)] without making 
use of the asymptotic expressions (n— 00) of the elements of the above 
recurrence-relation [which give, for a<x<b finite, a more precise result con- 
cerning „lim Pa+ı(z)/Pn(x). Ref... In closing the author mentions the relation 
of the sequence {P,„(x)} to algebraic continued fractions and their application to 
mechanical quadratures. J. Shohat (Philadelphia). 

Wundheiler, Alexandre: Une d&monstration simple de la formule d’interpolation 
de S. Bernstein. Enseignement math. 31, 75—77 (1932). 

L’auteur retrouve la d&monstration de la formule de 8. Bernstein 


Mm 
» k 
m Srlöllenn wesen 
fondee sur la remarque que 


x’ = lim > 2) (7) al — a)mok, 


m> © k 
k=0 


sans avoir eu connaissance probablement que la m&me idee a &t& utilisee par $. Bern- 
stein Jui möme (Note „Sur les series normales“ & la fin du tome II des „‚Lecons sur les 
principes de l’analyse“ de R. d’Adh&mar, 267—270) pour etablir que toute fonction 
continue est developpable en une serie absolument et uniform&ment convergente de la 


forme 2) D’A,, 2? (1— 2)? sur (0,1). S. Bernstein (Charkow). 


?=0 qg=0 
Shohat, J.: On interpolation. Ann. of Math., II. s. 34, 130—146 (1933). 
L’auteur etudie la convergence des polynomes interpölateurs de degre 2n — 1 


(2 — ©)’ (&: 


n i=1 

ou o(2)= ]/(2— z), „= F(x,), vers la fonction f(x), dans le cas ou @(x) sont des 
i=1 

polynomes orthogonaux de Jacobi (J), Laguerre (Z) ou Hermite (H) et complete 

sur certains points les r&sultats presque simultands de G. Szegö („Über gewisse Poly- 

nome ...“, ce Zbl. 5, 13) ainsi que les resultats anterieurs de L. Fejer. En rapro- 

chant la formule (1) & celle de la formule de quadrature mecanique correspondante, 


il la presente sous la forme S 
2) = on 2, Hebi(a) h;(a) %, 


OU 0, = o(,, dans le cas (J) et „= 0O(l) dans les deux autres cas, H, designant les 


coefficients de la quadrature möcanique relatifs aux polynomes J, L, H, respectivement, 
| Ka, bi) =A) + m)Bla), 

avec A(a)=1— 23, 2,1et Baa=&%—- B-(a+P)a, a — a, —2%, respective- 
ment, et apr&s avoir observ& que dans un intervalle fixe contenant x,, on a d,(@) >0, 
l’auteur obtient les theor&mes suivants (dont j’abr&ge un peu les details): 1) f(x) etant 
supposee bornee, si (x) sont des polynomes (J) avec «>0,ß>0, $2(x) converge 
vers f(x) en touts les points de continuite de f(x) interieurs a (—1, +1); si, de plus 
&<1,ß<1, la convergence est uniforme sur le segment ferme (—1, +1), lorsque 
la fonction f(x) reste continue sur tout ce segment. 2) Dans le cas (L) avec a = 0, 
x) converge vers f(x) pour toute valeur x > 0, en supposant que f(x) est borne et 
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[eo] 
fe **+!|f(@)| de» a un sens, la convergence &tant uniforme en tout intervalle ferme 
ö 


(£, A), ol f(x) est continue (e > 0); si « <1,ona aussi Q(0) > f(0). 3) Dans le cas (A), 
.on a Q(x) > f(x) en tous les points de continuite de /(2), en supposant f(x) borne et 


1 e-* 22|f(x)|dx ayant un sens. En utilisant les mömes considerations, l’auteur &tudie 
la convergence de la formule d’interpölation M(x) de Lagrange et demontre dans les 
cas correspondants: (J) M(x) f(x) uniformement en tout intervalle interieur 
a (—1, +1), ou f(x) satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre. k >}; 
(L du H) M(x) > f(x) en tout intervalle, ot f(x) satisfait a une condition de Lip- 
schitz d’ordre k > 4 [dans le cas (Z) il faut de plus que > 0]. S. Bernstein. 

Walsh, 3. L.: Interpolation and an analogue of the Laurent development. Proc. 
Nat. Acad. Sei. U.S.A. 19, 203—207 (1933). 

Verf. betrachtet folgende Art von Interpolation einer auf den Einheitskreis defi- 
nierten Funktion f(z), die sich so zur Lagrangeschen Interpolation in den n-ten Ein- 
heitswurzeln verhält, wie die Laurentsche Reihe zur Taylorschen. Es sei r,„(z) die- 
jenige (eindeutig bestimmte) Funktion von der Form r/,(z) + r7(z) — wobei r,(z) ein 
Polynom n-ten Grades von z, r// (2) aber ein Polynom n-ten Grades von 2"! ohne Absolut- 
glied bedeutet —, welche in den (2n + 1)-ten Einheitswurzeln dieselben Werte an- 
nimmt wie f(2). Für den Fall, daß f(z) in einem Ringgebiet /R< |2|<R(R>1) 
regulär ist, wird bewiesen, daß r,„(z) dortselbst für n — oo gegen f(z) konvergiert, und 
zwar für RR<R gleichmäßig im Ringgebiet 1/RR<|z|<=R,. Bezeichnen ferner 
fı(e) und f,(z) die beiden Teile der Laurentschen Entwicklung von f(z) im Ring- 
gebiet 1/R<|z| < R [fı(z) Potenzreihe in z, f,(z) Potenzreihe ohne Absolutglied in 
2-1], so gilt für |2|< R (und zwar gleichmäßig für |z|<R,) r,@)> fı(), für 
|z] > 1/R (und zwar gleichmäßig für |z | > 1/R}) r/(z) > fz(z).. Der Beweis wird mit 
Hilfe eines Satzes von Jackson über trigonometrische Interpolation (The theory of 
approximation, New York 1930, S. 121, Theorem I) erbracht. — Für den Fall einer auf 
dem Einheitskreis nur stetigen (oder auch nur im Riemannschen Sinn integrierbaren) 
Funktion f(z) wird für |2|<1 (und zwar gleichmäßig für |2|<r <1) r,@)—fı(e), 
für |2| > 1 (und zwar gleichmäßig für |2|=R > 1) r/(z) > f,(z) bewiesen, wobei 
fı(2) und f,(z) in diesem Falle durch die üblichen Integraldarstellungen zu definieren 
sind. Der Beweis geschieht durch die Vergleichung der (zur Lagrangeschen ana- 
logen) Interpolationsformeln mit gewissen Näherungssummen der Integrale, ähnlich 
wie beim Beweis des analogen Satzes für Lagrangesche Interpolation in einer früheren 
Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 4, 209; vgl. auch Fejer, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen 1918, 
327—328.) — Schließlich wird durch ein Beispiel gezeigt, daß sich ein Satz des Verf. 
über die Beziehung zwischen Lagrangescher Interpolation und bester Approximation 
im Sinne der kleinsten Quadrate (aus der obenerwähnten Arbeit) nicht auf die hier 
betrachtete Interpolation übertragen läßt. Kalmar (Szeged). 

Wintner, Aurel: Bemerkung zum Eindeutigkeitssatz der Laplaceschen Trans- 
formierten. Math. Z. 36, 638—640 (1933). 

Ist p(t) auf (0; +00) von beschränkter Schwankung und 


+00 
Le) =’ fe ide) —.0 
0 


für ey, 0=y <<... << +, mit 
+00 


so ist L(z) identisch gleich Null, so daß auch (1) in allen ihren Stetigkeitspunkten ver- 
schwindet. A. Kolmogoroff (Moskau). 
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MeCrea, W. H.: Operational proofs of some identities. Math. Gaz. 17, 43—45 (1933). 

An einigen Beispielen (Besselsche, Legendresche Funktionen, parabolische Zylinder- 
funktionen) wird die Möglichkeit veranschaulicht, gewisse Identitäten zwischen diesen 
Funktionen in einfacher Weise durch Anwendung von Öperatorrechnungen zu ge- 
wınnen. Lüneburg (Göttingen). 

Kogbetliantz, E.: Sur la serie de Laguerre. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 523—525 
(1933). 

L’auteur montre que le proc&de de sommation d’Euler (E, k) s’applique souvent 
aux series 
few in) du. 

ö 

Les resultats de l’auteur sont applicables si, outre quelques restrictions usuelles, on 
suppose que /(2) = O(e?*) (g <1). On ne peut pas dans ces conditions affirmer la 
sommabilite (c, ö). [Voir pour les notations ©. R. Acad. Sci., Paris 193, 387 (1931) et 
194, 1422 (1932); ce Zbl. 2, 255 et 4, 210]. Mandelbrojt :(Clermont-Ferrand). 

Kogbetliantz, E.: Sur la dötermination du saut D(xo) de f(x). ©.-R. Acad. Seci., 
Paris 196, 464—466 (1933). 

Ausgehend von den Formalentwicklungen einer Funktion in Reihen, die nach 
Hermiteschen und Laguerreschen Polynomen fortschreiten, gibt Verf., ohne Beweis, 
Ausdrücke, welche einerseits durch die Poissonsche Summe, andererseits durch die 
arithmetischen Mittel der Glieder der Formalentwicklung von f’(x) den Sprung 
fx + 0) — f(x — 0) bestimmen. Karamata (Beograd). 

Winn, €. E.: On absolute summability for any positive order. Proc. Edinburgh 
Math. Soe., II. s. 3, 173—178 (1933). 

Absolute (C, k)-Summierbarkeit im Sinne von Fekete wird als ‚‚| ©, k | -Summier- 
barkeit“ bezeichnet. Verf. dehnt die folgenden von Fekete [Math. termeszett. Ertes. 
1911 (719—726)] für ganzzahlige positive Ordnungen bewiesenen Sätze auf beliebige 
positive Ordnungen aus: I. Wenn eine Reihe | C, k |-summierbar ist (k= 0), dann ist 
sie für jedes «>= k auch |C, x |-summierbar. II. Wenn die Reihen Du, und Div, |C, k|- 
bzw. |6, I |-summierbar sind (k=0,1>0), dann ist die Cauchysche Produktreihe 
Duo „+ V%%-1ı+ + WW) I6, [pe l |-summierbar. R. Schmidt (Kiel). 

Walsh, €. E.: A note on sequences determined by a reeurrence relation. Proc. 
Edinburgh Math. Soc., II. s. 3, 147—150 (1932). 

En s’appuyant sur le theoreme connu de M.O. Toeplitz [Prace mat. fiz. 22, 
113—119 (1911)] concernant les conditions de convergence de la suite 


Cu 9, Tr Cn2 0, m a , ou 0n>09; 
P’auteur d&montre quelques propositions relatives & la convergence des suites {u„} 
satisfaisant & une relation recurrente que volci: 

m Up-ı tr On in-2 + on ou, >: 


In + 1)L® («) 
AB I(n+1-+o) 
0) 


Ces propositions generalisent certains des r&sultats connus [voir I. Schur, Math. Ann. 
74, 447—458 (1913); Copson and Ferrar, J. London Math. Soc. 4, 258—264 (1929); 
"Izumi, Töhoku Math. J. 33, 181—186 (1931) et ce Zbl. 1, 135]. F. Leja. 

Walsh, €. E.: Supplement to a note on reeurrent sequences. Proc. Edinburgh Math. 
Soec., II. s. 3, 220—222 (1933). 

Generalisation d’un lemme insere dans le travail de l’auteur [Proc. Edinburgh 
Math. Soe., II. s. 3, 147—150 (1932)] relatif aux suites {s„} donnedes par une relation 
recurrente que voici: ,— M_-7Mm-1t Ing n-2 + ''* 7 Anr Sn-r» oür>n, et une 
application de ce lemme aux suites {u„} satisfaisant a une &quation recurrente de la 


forme: %, — Opı Unsıt SnaUnsat *** + Knrüntr + On, ou On 0. (Voir le ref. 
prec.) F. Leja (Warszawa). 
1l 
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Verblunsky, S.: On some elasses of Fourier series. [Proe. London Math. Soe. (2), 
33, 287—327 (1932).] Proc. London Math. Soc., II. s. 38, 562—563 (1932). 

Corrigenda of some results enounced in an earlier paper (this Zbl. 6, 53). 

A. Zygmund (Wilno). 
Randels, William: A remark on Fourier series of continuous funetions. Amer. Math. 
onthly 40, 97—99 (1933). . 

ie Nach einer ee von Lebesgue (Hobson, Th. of Fcts. of a Real Variable, 
nd ed., 2, 514) läßt sich der Riemann-Lebesguesche Satz (a„— 0) Im Bereich 
aller stetigen Funktionen nicht verschärfen. — Eine Lücke in der Lebesgueschen Be- 


gründung hierfür wird vom Verf. ausgefüllt. R. Schmidt (Kiel). 
Kaezmarz, $.: On some elasses of Fourier series. J. London Math. Soc. 8, 39—45 
(1933). 


Completing some results of Verblunsky (this Zbl. 6, 53), the author finds ne- 
cessary and sufficient conditions for sequences {A,} transforming the Fourier series 


3 LI (m, cosnaz + b„sinnz) of functions that belong to one of the following six 
T 


classes: a) L-integrable, b) bounded, c) R-integrable, d) continuous, e) of bounded 
variation, f) absolutely continuous, into the Fourier series 


3 ay4o + DA, (a, cosn + b„sinn x) 
1 


of functions belonging to LP (p > 1), and vice versa. A. Zygmund (Wilno). 
Landau, Edmund: Über eine trigonometrische Ungleichung. Math. Z. 37, 36 (1933). 
Die Fejersche Vermutung „ 


sinvz ir 
BD >0 für 0O<a<a 
wurde zuerst 1911 unabhängig von den Herren Jackson und Gronwall bewiesen. 
Folgender Beweis ist kürzer als alle bekannten. 
Es sei n> 1 und der Satz für n — 1 wahr. Aus 


n 
(= 2 sin 8,,(«) => 2sin, > cosyz — sin (n — 3)? = sin 
folgt für Oo <z<n 252 
sinNzt = sin(n En 5) Fr cos — C08 (n E- 3) x<sin > — a =; 
Sn (X) = Sn-1(2) >d. 
S„(x) hat also für O<z< rn kein Minimum <0, also keinen Wert <O. 
Unverkürzte Wiedergabe. 

Wintner, Aurel: Über die statistische Unabhängigkeit der asymptotischen Ver- 
teilungsfunktionen inkommensurabler Partialsehwingungen. Math. Z. 36, 618—629 
(1933). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der Werteverteilung einer reellen fastperiodischen 
Funktion x(t) = Dr; cosA,(t— 6,) mit linear unabhängigen Frequenzen 4, [das in 


E 
Formel (4) angegebene Beispiel von solchen Frequenzen ist jedoch unkorrekt]. Auf- 
gaben dieser Art sind nach Bohr mit Hilfe des Kronecker-Weylschen Satzes zu be- 
handeln, welcher gestattet, die Argumente A,(t— 6,) als voneinander unabhängige 
Variable zu betrachten. Der Verf. behandelt die Aufgabe mit anderen Hilfsmitteln (die 
lineare Unabhängigkeit wird jedoch in derselben Weise ausgenutzt wie in den analy- 
tischen Beweisen des Kronecker-Weylschen Satzes). In früheren Arbeiten [Math. 
2. 30, 290—319 (1929); Amer. J. Math. 54, 339—345 (1932); dies. Zbl. 4, 213] hat der 
Verf. bewiesen, daß für jede reelle fastperiodische Funktion x(t) eine asymptotische 
Werteverteilung X(£) existiert, derart, daß an allen Stetigkeitsstellen von X(£) die 
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Relation X(£) = lim mes [8 < 2/21 besteht, wo mes[x<£]; das Maß desjenigen 


Teils von — I << I bedeutet, worin z(t) < &. Er gibt jetzt für den oben angegebenen 
Fall einen expliziten Ausdruck für X(£) an. Als wesentliches Hilfsmittel dient dabei 


der Zusammenhang mit dem Momentenproblem, wonach X(£) durch die Relationen 


a dX(E£) = MAlett))"} für n= 0,1,2,... charakterisiert ist. Bezeichnet man 


09 


mit P;(£) die Werteverteilung der einzelnen Partialschwingung r; c08 A, (t — Ö;), dann 
bestimmt die „Faltung“ 


KO =[ [Pe m)dPm — 2)... dPx@m-.) 


; N, 
die Werteverteilung der endlichen Summe I) r;cosA;(t — ö,). Für eine unendliche 
K=1 


Summe erhält man die Werteverteilung durch einen Grenzübergang. Die Momente 
der Faltung berechnen sich aus den Momenten der einzelnen Funktionen P;(£) auf 
Grund des Zusammenhangs des Faltungsprozesses mit der Laplace-Fourierschen 
Transformierten. — Der Verf. bezeichnet die Methode von Bohr als eine ‚„‚mehr quali- 
tative“; dies gilt jedoch nur für die ursprüngliche Ausgestaltung der Methode, die 
allein auf dem Kroneckerschen Satze beruht, während die ausführlichen Untersu- 
chungen von Bohr und dem Ref. über die Werteverteilung der Riemannschen Zeta- 
funktion [Acta math. 54, 1—35 (1930), 58, 1—55 (1932); dies. Zbl. 3, 389; vgl. auch 
Danske Vid. Selsk., Skr. (8) 12, 3, 1—82 (1929)] gerade die quantitative Seite der 
Frage behandeln. Verf. ist auch die Habilitationsschrift des Ref. entgangen [Bidrag 
til Integralteorien for Funktioner af uendelig mange Variable, Kopenhagen 1930], 
welche gerade den allgemeinen Fall der linearen Unabhängigkeit, und zwar für kom- 
plexwertige Funktionen, behandelt und (in anderer Formulierung) die Ergebnisse des 
Verf. enthält. B. Jessen (Cambridge). 


Differentialgleichungen: 
Sheffer, I. M.: On the properties of polynomials satisfying a linear differential 
equation. I. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 184—214 (1933). 
The present paper is closely related to a previous one by the same author 
(Amer. J. Math. 53; see this Zbl. 1, 7). It deals with polynomial solutions 
Yn(2) = Yno + Ynı® + + Yan?" (Yan; n=0,1,...) (1) 
of a differential equation of the type 


k 
L[y@]= Z& L;(@) y9(&) = Ayla), (2) 


(L;(x) polynomial of degree <i, A parameter). The existence and uniqueness of 
such solutions for certain values A = Ay, Ay, » +, Ans +». [characteristic numbers” 
of (2)] is established by means of Poincare-Perron theorem on Linear Difference 
Equations and Perron’s theorem [Math. Ann. 84, 1—15 (1921)]. The author further 
investigates power series solutions D,(t) of the dual of (2), i.e. the differential ex- 
pression £[D(t)]= AD(t) (A = A,), obtained from (2) by replacing each y©, x’ resp. 
by ti, D@(t). By means of certain inequalities for the coefficients of y„(2), D, (t) 
the author is able to establish the region of convergence of 


Dean, DI! un(®) Da) (An — An! 
n—=0 n—0 


with regard to x, t, A. The author finally discusses expansion of functions in terms 
of the two sets of {D,(t)}, {Y„(z)}, where 


Y„(2) = Or Mm N! Yan". [See (1).] q y 
J. Shohat (Philadelphia). 
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Rosenblatt, Alfred: Sur quelques thöor&mes de la theorie des &quations differentielles 
ordinaires non linsaires du second ordre. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 593—594 (1933). 

Zur Frage, wann es durch zwei Punkte x,, (20); 21, Y(&) eindeutig eine Lösung 
der Differentialgleichung y' = f(x, y, y') gibt, wird ein neues Kriterium abgeleitet, das 
gegenüber dem bekannten Picardschen eine Verschärfung darstellt. Rellich. 

Carrus, $.: Integration sans signe de quadrature de certains systemes d’&quations 
difförentielles. J. Ecole polytechn., II. s. cahier 30, 115—127 (1932). 

Es seien eine oder mehrere Differentialgleichungen der Form f(dx,,d&3,...,d2%,t)=0 
gegeben, wotdie unabhängige Veränderlicheist und die Funktionen finden da,,...., Ay 
homogen sind. Es wird ein Verfahren angegeben, alle Lösungen eines solchen Systems 
integrallos mit Hilfe von willkürlichen Funktionen anzugeben. Ausdehnung auf Sy- 
steme von Differentialgleichungen höherer Ordnung. Anwendung auf differentialgeo- 
metrische Fragen. Rellich (Göttingen). 

Papillon, Pierre: Sur certaines &quivalences. (Aires et volumes.) Ann. Fac. Sci. 
Univ. Toulouse, III. s. 24, 89—127 (1932). 

Papillon, Pierre: Sur eertaines @quivalences. (Volumes et potentiels.) Ann. Fac. 
Sci. Univ. Toulouse, III. s. 24, 203—226 (1932). 

Es werden drei Arten von Abbildungen zwischen zwei Flächen (x, y,2) und 
(X, Y,Z) in Betracht gezogen: die Parallelprojektion (= X,y=Y,z=0_Z), die 
Zentralprojektion (e—= eX, y= eY,z= 0Z) und die konoidale Projektion (e— 0X, 
y=0Y,2=Z). Von den Flächen wird immer vorausgesetzt, daß diese Abbildungen 
eineindeutig sind. Es werden nun Flächen so bestimmt, daß aufeinander abgebildete 
Bereiche gleichen Flächeninhalt haben. Geht man von einer bestimmten Fläche aus, 
so ergibt sich zur Bestimmung aller in diesem Sinne zugeordneten Flächen eine par- 
tielle Differentialgleichung (etwa bei der Parallelprojektion mit der üblichen Bezeich- 
nung: pP? + 9 = w(z, y)). In einigen sehr speziellen Fällen kann man das vollständige 
Integral unmittelbar angeben (z. B. bei der Parallelprojektion, wenn man von einer 
Ebene, einer Schraubenfläche oder einem Paraboloid ausgeht). In anderen wird über 
die Flächengleichung eine willkürliche Voraussetzung gemacht (z. B. wird die Homo- 
genität gefordert), so daß sich eine gewöhnliche Differentialgleichung ergibt. So 
ergibt sich eine Reihe von Sätzen über spezielle Flächen und dabei auftretende Kurven. 
An Stelle des Flächeninhalts kann man natürlich irgendein Flächenintegral betrachten. 
Es werden demnach auf die gleiche Weise behandelt: das Volumen zwischen einem 
Flächenelement und einer Ebene bzw. einem Punkt (zylindrisches bzw. konisches 
Volumen); das Volumen, das durch Rotation eines Flächenelements entsteht; das 
konoidale Volumen, durch das das Flächenelement auf eine Gerade projiziert wird; 
schließlich ganz kurz das Potential einer Flächenbelegung. — Für Leser sei bemerkt, 
daß ein Satz auf 8. 97 irrtümlich ausgesprochen ist; Berichtigung auf $. 203. 

Willy Feller (Kiel). 

Finzi, B.: Veloeitä di gruppo per onde assoeiate a fenomeni. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI. s. 16, 489—496 (1932). 

Let ® be the phase and r(t, P,») the characteristics for a family of waves in 
which an individual member is distinguished by an appropriate value of the parameter ». 


The symbol P means that 7 is a function of position. — Let p,= = m > 
Or Or . Er a nd 
Da aba 32: then the phase velocity V is given by the formula 
v=/2|n, wer ®=-p+tp+tp. 


The group velocity w is 


d (5) [(0K 
Are er r ET 
re . Or ea Or dV er 


an. d (08 \ %» 
dv \ dr vi le) 
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The second formula shows that when V is independent of » the group velocity coin- 
eides with the wave-velocity. A discussion is given of the Maggi waves for which 
D= Bly,r), T=t— o(v,p), waves on deep water, electromagnetic waves and 
Schrödinger waves, the result obtained in the last case being practically equivalent 
to that obtained by de Broglie. H. Bateman (Pasadena). 

Kourensky, M.: L’integration des &quations aux derivses partielles du 2nd ordre 
avec 2 fonetions de 2 variables independantes. — IV. Systömes eontenant trois dörivses 
du second ordre. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 16, 612—616 (1932). 

Untersuchung eines weiteren Sonderfalls in einem vom Verf. in früheren Arbeiten 
berücksichtigten Problem (vgl. dies. Zbl. 6, 116). G. Cimmino (Napoli). 

Tsortsis, A.: Sur P’intögration d’une elasse d’&quations aux derivees partielles du 
troisitme ordre & une fonetion ineonnue de n variables indöpendantes. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 196, 159—161 (1933). 

Se rattachant aux recherches de Cartan et Vessiot sur les &quations du second 
ordre, l’auteur considere une &quation du troisiöme ordre & charact£ristiques triples, 
dans le cas oü Je sous-faisceau characteristigque de transformations infinitesimales 
admet le nombre maximum (4n — 1) d’invariants; il donne (sans d&monstration) les 
conditions necessaires et suffisantes pour que ce cas a lieu, et il &crit les &quations de- 
finissant la M,„ la plus generale (prolongee au troisitme ordre) satisfaisant & l’&quation 
en question. W. Stepanoff (Moskau). 

Evans, G. C.: Note on the gradient of the Green’s funetion. Bull. Amer. Math. 
Soc. 38, 879—886 (1932). 

Es sei g(M, P) die Greensche Funktion für ein Gebiet 7 mit dem Pol im Punkte M. 
Der Verf. betrachtet das Integral 

J(M) = [ |gradg(M, P)|dop 
T 
und gewinnt, falls 7 ein offenes, beschränktes und einfach zusammenhängendes Gebiet 
der Ebene ist, die Abschätzung: J(M) < 2,16 (n Tu, 


welche besagt, daß J(M) für alle Punkte M des Gebietes T beschränkt bleibt. Eine 
entsprechende Ungleichung J(M) < 4,16 (n2 Tyı® 


ergibt sich für den dreidimensionalen Raum, jedoch nur für ein abgeschlossenes Teil- 
gebiet F von T, das dadurch gekennzeichnet ist, daß jeder Strahl, der von einem Punkte 
von F ausgeht, den Rand von 7 nur in einem Punkte trifft. Lüneburg (Göttingen). 

Masotti, A.: Teoremi di univoeitä per le soluzioni della equazione di Poisson sod- 
disfaeenti speeiali eondizioni al eontorno. Atti Pontif. Accad. Sci. Nuovi Lincei 85, 
393—409 (1932). 

Theorems are here established asserting the uniqueness of solutions u = u(z, Y) 
of the Poisson equation A,u = f(x, y) when these solutions (besides meeting certain 
qualitative conditions) are required to satisfy, on the contour of the region, relations 
of either of the types 

F(s,u,uv+vw)=0, F(s,v,uu+v2)=0, 
where v is the normal derivative du/dn, w is the tangential derivative du/ds, and 
z— dv/ds, while u and » are assigned functions of s. R._D. Carmichael (Urbana). 

Humbert, Pierre: Sur les potentiels du troisitme ordre. Ann. Soc. Sei. Bruxelles 
A 52, 293—305 (1932). 

Mit dem Ziel, die Eigenschaften der Lösungen der Potentialgleichung A, u = 0 
für den zweidimensionalen Raum zu verallgemeinern, gelangte der Verf. in einer frü- 
heren Arbeit [J. Math. pures appl., ser. 9, VIII, 145 (1929)] zu dem Differentialausdruck 


A;U Ze ee: ne Uyyy Fr Un = 3U,,: 
für den dreidimensionalen Raum. Dabei gewinnt der Ausdruck 


pP=k- a? +y—-+Rk— -3w-aay—d)r— eo) 
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die analoge Bedeutung für diese Differentialgleichung wieder Ausdruck (2— a)’+ (y— b)? 
für die Potentialgleichung. In der vorliegenden Arbeit wird die Analogie zwischen den 
Ausdrücken A,U und A,U durch eine Anzahl von Resultaten demonstriert. Unter 
anderem werden die Lösungen der Gleichung 


A,U — a = U,.) —=0 
untersucht, auf die man — analog wie bei dem Potentialausdruck — durch Betrachtung 
der Integrale U (2, 4,2) — ([p-1do 
\ = 


geführt wird, erstreckt etwa über die Ebene a0. Lüneburg (Göttingen). 

Nikodym, Otton: Sur un th6or&me de M. S. Zaremba concernant les fonetions har- 
moniques. J. Math. pures appl., IX. s. 12, 95—108 (1933). 

This paper contains a very simple proof of a theorem of Zaremba which may be 
stated as follows: Let $ denote the set of elements (vector-fields) 

Dix, Y; 2) n L9ı (8; Y; 2), P2(®, Y; 2), P5(®, Y; 2)]; 

where 9,, 9,, 9, are measurable functions of integrable square over a three-dimensional 
open region D. Let next U be the set of harmonic (one- or many-valued) functions in D 


ou ou du 
such thatgrad u= 2 Du’ %r 
in® there exists a harmonic function u, in U such that 


Bi ouy\ Ou Ou,\ Ou ou, se Fi 
N Ir ng a 2. (Pr - + (9 au ze de=0 
D 
for any harmonic function v in U. — The proof of Nikodym consists in regard- 
ing the set 5 as an abstract Hilbert space with (®, = [/feı top Yo Y)dr 
D 


| belong to%. Then, for each element D=[9,,93; %3] 


and || ® || = (2, ®)\!? for any pair of elements ® = [Y,, 95, 9] and Y=[y,, Ya, %Y3] 
in %. Then the set of the elements grad u where well, is a linear closed manifold in $. 
It thus appears that the theorem of Zaremba is an immediate consequence of the 
following general theorem: If 9 is an abstract Hilbert space and g, is the projection 
of an element h,€E 9 on a linear closed manifold & in 9 then (hu — 90; 9) = 0 for any 
element gE ©. Saks (Warszawa). 

Gevrey, Maurice: Complöments & une note pr&cedente sur les systemes du type 
parabolique; problömes aux limites non lineaires. C. R. Acad. Sci., Paris 195, 1061 
bis 1063 (1932). 

Verf. gibt einige Ergänzungen zu einer früheren Note (C. R. Acad. Sci., Paris 195, 
690—692; dies. Zbl. 5, 397), in welcher er seine Methode der ‚Quasi-Greenschen 
Funktionen“ auf Systeme parabolischer Differentialgleichungen angewendet hatte. 
Insbesondere werden in der vorliegenden Note für solche Systeme Randwertaufgaben 
mit nicht-linearen Randbedingungen behandelt. E. Rothe (Breslau). 

Hidaka, Koji: Randwertaufgabe in Beziehung zur Wärmeleitung bei nichtkonstanten 
Koeffizienten. Geophys. Mag. 5, 331—341 (1932). 

Die partielle Diff.-Gl. ou ö ou 

or Ror IX (@) 7 


mit den Randbedingungen (v),-, = F(t), (u)z-a = 0, (u);-, = 0 wird durch 


0 t 
um) = DK(0) X,(0)- X,la) | Fl) e-me-Dac () 
T Ö 
gelöst, worin die X,(x) die der Diff.-Gl. 


nn Kor We 


mit den Randbedingungen X,(0)=0, X,(a)=0 genügenden normierten Eigen- 
funktionen bedeuten. Mit Hilfe der Lösung (I) werden die Spezialfälle1. X (2)= K, ae", 
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2. K(2)= K,(1+ oa)? [6 > 0] und 3, K(2)= K,l— x/a + &)*/® ausführlich durch- 
gerechnet. Ertel (Potsdam). 


Hidaka, Koji: A contribution to the integration of the general equation of linear 
heat eonduetion. Geophys. Mag. 5, 361—373 (1932). 


Für die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung mit temperaturabhängigen 
Koeffizienten: d 


0% [1 ) 
Gl + PO) ar Teen kA+ Rd) 
(& und klein) wird folgende, die Grenzbedingungen 


=-0fürrt=0,2>0, d=9fürc=0,:>0 
befriedigende Lösung abgeleitet [2 — 3 x(c, Eo/ko 112]: 


= O1 — De) + xy) + Bowl) + Re) + Be) + RR) +), 
in der ®(z) das Fehlerintegral bedeutet und die y,, X, Funktionen darstellen, die sich 
aus ®(z) in komplizierter Weise ableiten (y,, %3, Xı, Xa, X, sind tabuliert für z = 0,0 
bis z—= 3,0). Aus der erhaltenen Lösung wird die Abkühlung eines Stahlstabes in drei 
Approximationen berechnet. H. Ertel (Potsdam). 


Integralgleichungen: 

Leray, Jean: Etude de diverses &quations intögrales non lineaires et de quelques 
problömes que pose I’hydrodynamique. J. Math. pures appl., IX.s. 12, 1—82 (1933). 

(Vgl. hierzu dies. Zbl.4, 215 und 317.) Sei eine nichtlineare Integralgleichung 
vorgelegt, die von endlich vielen Parametern abhängt und überall vom Schmidtschen 
Typ ist. Betrachtet werden die reellen Lösungen, die zu Parameterwerten eines ge- 
wissen abgeschlossenen Bereichs C gehören. Von den Lösungen sei bekannt, daß sie 
beschränkt und gleichgradig stetig seien. Aus dem Arzelaschen Prinzip und dem 
Überdeckungssatz von Borel-Lebesgue, angewandt auf die Gesamtheit dieser Lö- 
sungen, folgt dann, daß nur endlich viele Lösungen nach der Schmidtschen Umgebungs- 
methode zu untersuchen sind, um Sätze über Geradheit oder Ungeradheit der Anzahl 
der reellen Lösungen, die zu einem Punkt aus (' gehören, aufstellen zu können. Lö- 
sungsscharen werden dabei im allgemeinen von der Betrachtung ausgeschieden. 
"(Merkwürdig scheint Ref., daß die Lösungen nicht mit ihrer üblichen Vielfachheit auf- 
treten.) Es folgen einige Beispiele von Integralgleichungen, wo die Lösungsanzahl 
ungerade ist, also mindestens eine Lösung existiert; z. B. die folgenden: 


1 
1. us) = [Kl,Huwat + k [ H(s,t, w(t)) dt, 
6 ) 


wo K und H (letzteres für alle u) beschränkt und in bezug auf das erste Argument 
stetig sind (4 braucht dies nur für endliche u-Werte zu sein). h und k sind beliebige 
Parameter, doch sei h von allen Eigenwerten des Kernes K(s, t) verschieden, 


31 
2 u(s) +h [ K(s,t) Flut) dt =. 
0 


Dabei sei K (s, t) stetig und K (s, t) + K(t, s) ein positiv definiter Kern, für uF(u) < 0 
sei | (u) | beschränkt, > 0. — 3. Das Problem von Carleman: Au= g(z, y, 2), 
wenn auf der Grenze des Grundbereiches du/dn = F(u) werden soll, wobei F(u) für 
positive u-Werte analytisch ist und F(+o0) = +, FHrOV)=0. 4 Einfache 
elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. — Es folgt ein Beispiel einer In- 
tegralgleichung mit gerader Lösungszahl. — Bemerkt sei noch, daß z. B. im Falle 1. die 
Existenz mindestens einer Lösung behauptet werden kann, falls H (s, t, u) nicht analy- 
tisch ist, sich aber als Grenzfunktion einer gleichmäßig konvergenten Folge H,(s, t, 4) 
darstellen läßt, wo sämtliche H, analytisch sind. — Der Hauptteil der Arbeit wendet, 
unter Benutzung der Ergebnisse von Odqvist (Math. Z. 32, 1930), die Methode an 
auf die Bestimmung stationärer Bewegungen u;(z, y,2) von reibenden Flüssigkeiten 
in einem (im wesentlichen singularitätenfreien) Gebiet II von endlichem Zusammen- 
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hang, wenn die Werte &,; der u; auf der Begrenzung & von II derart vorgegeben sind, 
daß der Vektorfluß durch jeden zusammenhängenden Teil von & einzeln verschwindet. 
Die Vektoren &; und die äußeren Kräfte X, werden dabei mit einem Parameter h multi- 

liziert, der von 0 an variiert. ‘Ist IZ beschränkt, so sagt ein erstes Lemma, daß die 


Integrale f h ” DB F Hyav beschränkt sind, wenn alle zu Parameterwerten zwischen A, 
DT ik 


Our 


gehörenden Lösungen u; regulär sind. Daraus folgt ein erstes Theorem, das auf den 
Nachweis der Existenz mindestens einer Lösung hinausläuft. Der Fall, daß // nicht 
beschränkt ist, wird unter Einführung weiterer Voraussetzungen durch Grenzüber- 
gang aus dem vorigen behandelt, führt jedoch auf große Schwierigkeiten. Ähnliche 
Schwierigkeiten treten auf, wenn 1] zwar beschränkt, aber zeitabhängig ist. — Den 
Schluß der Arbeit bildet der Beweis des Satzes, daß die Navierschen Gleichungen für 
eine ebene (reibende) Flüssigkeitsbewegung für alle Zeiten > 0 eine einzige reguläre 
Lösung besitzen, die zur Zeit {= 0 mit gegebenen Werten übereinstimmt; dabei wird 
in den Begriff regulär hineingenommen, daß die Flüssigkeit im Unendlichen ruht und 
3 ou,\2 Be > r a2 ee " 
N Dwdr, ji N >: | 3) dF, sowie die Maximallänge des Geschwindigkeitsvektors be 
u 
schränkt sind. R. Iglisch (Aachen). 

Giraud, Georges: Validit6 de la thöorie de Fredholm pour certains noyaux non 
bornös. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 595—597 (1933). 

Es bedeute E einen beschränkten und abgeschlossenen Bereich des m-dimensionalen 
Raumes, X und A zwei Punkte desselben, » (X) eine daselbst gegebene stetige Funktion. 
Es handelt sich darum, die Gültigkeit der drei Fredholmschen Fundamentaltheoreme für 
die Gleichung (m) 

p(X) = (A) — iz G(X,A)o(A)dVı (1) 


auszudehnen auf gewisse nicht beschränkte Kerne @. Verf. zeigt das für den Fall, 
daß @ der Bedingung |@(X, &) | < kf(L)L”" genügt, wo L die Entfernung der beiden 
Punkte X, & und k eine Konstante ist. Die Funktion / soll nur die Eigenschaft haben, 
daß f(t) für 2> 0 positiv ist und monoton wächst, während f(t)i-” abnimmt, und daß 
H f(t)/tdt konvergent ist. Der Schwerpunkt des Beweises liegt darin, daß unter obigen 
0 


Voraussetzungen o(X) zugleich mit (1) auch einer anderen Integralgleichung derselben 
Form genügen muß, bei der jedoch der Kern G* (X, £) stetig ist, auch wenn die beiden 
Punkte X und & zusammenfallen. — Die Note schließt mit dem Hinweis der Anwend- 
barkeit auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung vom ellip- 
tischen Typus. Wiarda (Dresden). 


Differenzen- und Funktionalgleichungen: 


Birkhoff, George D., and W. J. Trjitzinsky: Analytie theory of singular difference 


equations. Acta math. 60, 1—89 (1933). 

This notable paper presents a complete solution of what has been one of the most important; 
outstanding problems in the field of difference equations, a problem which has previously been 
attacked by several writers with comparatively little success. — The equation considered is 
ewenbaly Z,)=Ylac+m+alm)y(@ tn D+- +ala)yla)=0, (a) 
in which the coefficients a, (x) are functions expressible as power series in x=!/? (p= any positive 
integer), convergent for |x| sufficiently large. More generally, it may be assumed that the 
a;(x) are merely represented asymptotically, in certain regions of the complex x-plane, by 
power series in x” \/?; under these circumstances the results obtained are similar except for the 
restrietion of their region of validity. Such an equation is called “singular” if the roots of 
what is usually regarded as “the characteristic equation” do not satisfy the condition of being 
distinet and different from zero. — Setting 


y(2 +1) = Yırı(8), G=4:23:.,%.,. rl), 
„e+d=-Iale)yrı le), 


ve 
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one obtains a related system of n equations of the first order, which may be written in matrix 
notation as Y«+1)=D(e)Y(e). (2) 
In a recent paper [Acta math. 54, 205—246 (1930)] Birkhoff has shown the existence of a 
fundamental set of n formal series solutions of (1): each is of the form 


et "s(x), Az) = urlegetyc+dcP-VPrt ... Lyalle, 
where s(2)= (Po + Pıloge + + Plog” a); 
Us 956, ...,»,r are constants; p is a positive integer, no tnecessarily the same as the p ofthe 


preceding paragraph; and each P, represents a power series in x”'/v, If this set of formal 
solutions be denoted by y,(2) (=1,2,...,n), the matrix 


yo) = (ya+i—b) 
is a formal matrix solution of (2). — In determining formal solutions of (1) Birkhoff made 
essential use of the notion of factorization of the operator L,(y). That same device is now 
made to play a fundamental röle in the proof of existence of analytic solutions of (1) which 
are asymptotically represented by the formal series. The situation being essentially the samıe 
in all four quadrants, detailed discussion is mainly confined to the quadrant 


I: w=R(e)<-o<0; Ne WESER 
Since the exponential factor in the formal series exerts a dominating influence as | «| tends to 
infinity, it is natural to consider Q5(8) = Qi(x) — Q,(8) 


A curve extending to infinity along which the real part of the derivative, RQ/;(x), vanishes is 
called a B’ curve. The fundamental existence theorem is to the effect that every equation (1) 
possesses fundamental sets of solutions with the asymptotic form of the formal series in each 
of the regions into which /'is divided by the B’ curves, the different fundamental sets being 
connected by ‘‘proper” periodic functions. — This existence theorem is the culmination of a 
dozen lemmas and theorems on B’ and ““proper” curves, iteration, summation, the construction 
of “‘proper”’ solutions to the right of proper curves, factorization, and products of “completely 
proper” operators. To a large extent the methods of demonstration are natural modifications 
of those introduced by Birkhoff in his study of non-singular equations [Trans. Amer. Math. 
Soc. 12, 243—284 (1911)]: use of matrices, iteration, “‘determinant limits”, solutions associated 
with determinant limits, and summation by means of a contour integral adapted to the purpose 
in hand from that devised by Guichard in 1887. A new process of group summation also 
plays an important part. — The authors continue with an examination of the relation between 
the solutions associated with the quadrant I’ and those associated with other quadrants. It 
is also shown, in effect, that if there be given a collection of sets of functions having the pro- 
perties now known to be possessed by a collection of fundamental sets of solutions of an equation 
of type (1), there always exists an equation of this type which has each of these sets as a funda- 
mental set of solutions. The concluding section of the paper is devoted to the Riemann 
problem [ef. Birkhoff, Proc. Amer. Acad. Arts Sci. 49, 521—568 (1913)] for a singular system 
of equations. ©. R. Adams (Providence). 

Carmichael, R. D.: Systems of linear differenee equations and expansions in series 
of exponential funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 1—28 (1933). 


The system of (generalized) difference equations considered is 
n 
6,5 B(a,;) (2) = (8); =1,2,...,n) 
u! 


where the c,,; and a,; are given constants, the @,(x) are given entire functions, and the 
operator E(a) is defined thus: Z(a) -g(x) = g(2-+ a). This system is called singular 
if and only if A- e!= Ofor all t, where A = det c,;E(a,;). By aid of an integral ana- 
logous to that used by Pincherle [Mem. Accad. Bologna, IV. s. 9, 45—71 (1888)], 
entire functions g,(x) satisfying a non-singular system are found; for such a system 
with each @,(x) of “exponential type”, a set of “principal” solutions (not unique) of 
"like type is exhibited. A consequence is the possibility of expanding a set of entire 
n 


functions f,(x) »=1,2,...,n) simultaneously in series of the form Dg(® — 4,,), 
Ss De 1 . . 
g;(2) =D) %r2* (convergent for all finite ©), with det [exp (—a,;t)] #0 int; if the 
&=0 


f»(&) are of exponential type, there exist expansions in which the g,(x) are ‚of like type. 
In conclusion a development in series of exponential functions (generalization of a 
Fourier series) is found for a function of exponential type defined by a certain contour 
integral, the series being convergent in a corresponding convex polygon. Adams. 


170 


Arany, Daniel: Solution d’une &quation aux differences finies. (55. sess., Nancy, 
20. VII. 1931.) Assoc. Frang. Avancement Sei. 28—29 (1931). 
Noaillon, P.: Sur les intögrales de Stieltjes. J. Math. pures appl., IX. s. 12, 8393 


1933). 
Be sei A{y} ein lineares Funktional, welches, nach dem bekannten Satz von 
Riesz als [yx(dE) 

E 


darstellbar ist, wobei E eine Menge des R* und y(&, &3,. . ., &n) eine auf Z definierte 
Funktion ist. Ist m(E) die vollständige Variation von &(E) auf der Menge E, so kann 


man A{y} als A{y} = [yo m(dE) 
E 


darstellen, wobei ® nur die Werte +1 annimmt. Verf. versucht in R"” neue Koordi- 
naten &,&,...,&, einzuführen, so daß A{y} als Lebesguesches Integral 


an EN 


darstellbar wird. Die Beweise scheinen dem Ref. nicht überzeugend zu sein. 
A. Kolmogoroff (Moskau). 
Koneöny, Miroslav: Trois th&or&mes sur la limite des transformations iter&es. 
Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk Nr 163, 1—19 (1932). 
1 


Soit g(x) = ji p(z, y)f(y)dy une transformation fonctionnelle lineaire, p(x, %) 
ö 


etant une fonction continue de deux variables x, y. Pour que le noyau p”)(z, y) de 
la transformation iteree tende vers une fonction limite en tous les points du carre 
((<x,y=l)ilfaut et il suffit que le determinant de Fredholm D(z) correspondant 
n’ait pas, sauf la racine z= 1, d’autres racines dont la valeur absolue soit <1. La 
fonction limite ne depend pas de la variable x dans le cas et dans ce cas seulement 
quand la racine z2= 1 est une racine simple. Ces theor&mes ont des applications im- 
portantes dans la th&orie des chaines continues de Markoff. Des propositions ana- 
logues deja connues pour le cas discontinu sont aussi d&montrees par une methode 
nouvelle, A. Kolmogoroff (Moskau). 

Banach, $., et S. Mazur: Sur la dimension lin&aire des espaces fonetionnels. C. R. 
Acad. Sci., Paris 196, 86—88 (1933). 

Es werden zwei lineare Räume A und B konstruiert, welche nicht isomorph sind 
und dennoch die gleiche Dimension haben (d.h. daß A mit einem Unterraum von B 
und B mit einem Unterraum von A isomorph sind). A. Kolmogoroff (Moskau). 


Funktionentheorie : 


Higuchi, Seiichi: Note on the derivation of an equi-potential family of some simple 
plane eurves. Technol. Rep. Töhoku Univ. Sendai 10, 532—544 (1932). 

Ist z= /(&) mit reellem & analytische Parameterdarstellung einer Kurve ( in der 
komplexen 2-Ebene, so bildet 2= f(& + iß) für nicht zu große |ß| die Geraden 
ß = konst. der (x + iß)-Ebene auf „Äquipotentialkurven“ zu C ab. Hierzu werden 
einige elementare Beispiele angegeben und gezeichnet. Th. Zech (Darmstadt). 

Levi, B.: Sulla natura analitieca di una celasse di funzioni definite da serie di 
potenze convergenti sulla eireonferenza di convergenza. Boll. Un. Mat. Ital. 12, 1—5 
(1933). 

En r&ponse & une question posee dans un prec&dent Boll. Un. Mat. Ital., Pauteur 
demontre que la fonction definie par la serie D’x"/(n-+ A), ne peut pas s’exprimer 
rationnellement au moyen des transcendantes el&mentaires. Il montre pour cela que 
la surface de Riemann correspondante possöde une infinit& de feuillets, ’un de ces 
feuillets se trouvant isol& des autres. E. Blanc (Poitiers). 
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Wolff, Julius, et F. de Kok: Les fonetions holomorphes ä partie reelle positive 
et Pintegrale de Stieltjes. Bull. Soc. Math. France 60, 221-227 (1932). 
, Wenn die in der rechten Halbebene reguläre analytische Funktion f(£) einen posi- 
tiven reellen Teil hat, so existieren eine monoton wachsende Funktion y(y) und zwei 
Konstanten A(>0), u, so daß 


oo 


N au) +ic+n. 


Diese Formel, welche unabhängig von den Verff. neuerdings auch von Cauer (dies. 
Zbl. 5, 361) angegeben worden ist, war früher nur unter gewissen zusätzlichen Be- 
dingungen über das asymptotische Verhalten der Funktion f(£) bekannt. Die Verf. 
gewinnen sie durch Integration einer entsprechenden Integraldarstellung für /’(£). 
Die Heranziehung des tiefer liegenden Fatouschen Satzes ist bei der Herleitung dieser 
Darstellung überflüssig; in der Tat lassen sich die Überlegungen der Verff. leicht so 
modifizieren, daß sie unter Anwendung elementarer Sätze der reellen und komplexen 
Funktionentheorie zum Ziele führen. — Als Anwendung der Formel werden der Wolff- 
Garatheodorysche Satz über die Winkelderivierte sowie eine exakte Abschätzung für 
|/®«(&) | abgeleitet. Rolf Nevanlinna (Helsinki). 

Aronszajn, N.: Sur les d&eompositions des fonetions uniformes. C. R. Acad. Sci., 
Paris 196, 521—522 (1933). 

Cette note apporte quelques complements aux resultats anterieurs de l’auteur 
[voir Zbl. 3, 312 (1932)]. En considerant la notion d’ensemble singulier d’une fonction 
analytique sous un aspect plus general, l’auteur est conduit & des extensions des theo- 
remes classiques de Mittag-Leffler, de Weierstrass et de M.E. Picard sur les 
developpements d’une fonction analytique en series et en produits infinis des expressions 
elementaires correspondant respectivement aux singularites isolees et aux zeros de la 
fonction donnee, Saks (Warszawa). 

Grötzsch, Herbert: Über die Verschiebung bei sehlichter konformer Abbildung 
schliehter Bereiche. II. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 84, 269—278 (1932). 

Sei 8 ein schlichter Bereich der 2-Ebene, der z= oo im Innern enthält. Eine 
schlichte Abbildung w» = f(z) von ® heiße normiert, wenn f(oo) = oo, (oo) = 1 ist. 
Unter log ae — { (2) verstehe man den (in ganz ® eindeutigen) Zweig der Funktion, der 
beim Grenzübergang 21 > %,2, > % in 0 übergeht. Der Verf. stellt und beantwortet 
fi) — Fa) 

a 

21,2, festgehalten werden, f(z) jedoch sämtliche normierten Funktionen durchläuft. 
Er ergibt sich als eine von z,,2, abhängige abgeschlossene Kreisscheibe. Nur bei 
starren Bereichen, d.h. solchen, die nur w=z als normierte Abbildung zulassen, 
artet er in einen Punkt aus. Ein Randpunkt des Kreises wird genau durch eine Ab- 
bildung geliefert. Der Bildbereich ist ein Schlitzbereich, dessen Schlitze die Ellipsen 
mit den Brennpunkten f(z,), f(2,) unter einem bestimmten Winkel schneiden und der 
im Falle unendlich hohen Zusammenhangs außerdem einer Minimalforderung genügt. — 
Die Grenzfälle z, = z, und z, > oo führen auf Fragestellungen, die der Verf. bereits in 
früheren Arbeiten beantwortet hat. (Siehe Leipz. Ber. 83; dies. Zbl.3, 14 und 261, 
4, 299). Auf den erstgenannten Grenzfall wird die allgemeine Fragestellung zurück- 
geführt. K. Löwner (Prag). 

Grötzsch, Herbert: Über zwei Verschiebungsprobleme der konformen Abbildung. 
S.-B. preuß. Akad. Wiss. H. 2, 87—100 (1933). 

Es sei 8 ein schlichter Bereich der z-Ebene, der 2 = 0 enthält, nicht aber z= ©. 
Betrachtet wird die Gesamtheit der schlichten Abbildungen w = f(e) von ® auf Be- 


reiche derselben Art mit der Normierungsbedingung (0) = 0, (0) = 1. Unter log ie) 


z 


die Frage nach dem genauen Wertebereich des so festgesetzten log ‚ wenn 
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verstehe man den (in ganz ® eindeutigen) Zweig der Funktion, der fürz= 0 verschwindet. 
Im ersten Verschiebungstheorem wird ausgesprochen, daß der genaue Wertebereich von 


log Hz) für ein festes z, aus ® eine abgeschlossene Kreiselscheibe K (z,) ist, die nur im 
2 


Falle eines starren ® in einen Punkt ausartet. Zujedem Randpunkt von X (z,) gehört nur 
eine leicht zu charakterisierende Abbildung, zu einem inneren Punkteine unendliche Ge- 
samtheit von Abbildungen. Im zweiten Verschiebungstheorem, von dem das erste als Spe- 
zialfall aufgefaßt werden kann, wird z, auf einer Randkomponente R, gelegen angenom- 
men, die nicht die äußere Randkomponente sein soll und nur aus punkthaften Primenden 
bestehen darf. Von den Abbildungen wird vorausgesetzt, daß sie R, in einer Rand- 
komponente vom gleichen Typus überführen. Es wird wieder der ee Wertebereich 
z 
3 Br er 
haltenden linienhaften Annäherung an z, verstanden. Es ergibt sich, daß der Werte- 
bereich eine offene Kreisscheibe, ergänzt durch einen wohlbestimmten Randpunkt, 
darstellt. — Das erste Theorem ist in seinem wesentlichen Teile auch von Grunsky 
(siehe dies. Zbl. 5, 362) bewiesen worden. K. Löwner (Prag). 

Tsuji, Masatsugu: On analytical transformations of a Reinhardt’s domain into itself. 
Jap. J. Math. 9, 219—226 (1932). 

Die Reinhardtschen Körper sind solche Bereiche des vierdim. Raumes der komplexen 
Veränderlichen w und z, die 1. durch die Transformationen w = we” w, 2’ = zei? mit 
beliebigen reellen 9 und @ in sich übergeführt werden und 2. den Punkt (0,0) als in- 
neren Punkt enthalten. Alle beschränkten Bereiche unter diesen Körpern, die nicht 
von der Gestalt A |w |? + B |z |? < 1 sind, weisen außer den definierenden als mittel- 


von 10g bestimmt. Unter log /&) wird der Limes von log bei einer festzu- 


4 N A I A 
unktstreue Transformationen höchstens auf: wW = ced’wf— —ei?z mit ge- 
pP > E 


eigneter Konstante c. Henri Cartan bewies diesen Satz, indem er zuerst zeigte, 
daß die gesuchten Abbildungen eine geschlossene Gruppe linearer Transformationen 
bilden müssen und dann einen gruppentheoretischen Satz von Elie Cartan anwandte. 
Verf. zeigt nun, wie man durch elementare, rechnerische Betrachtungen ohne Benutzung 
des Satzes vonElie Cartan den Beweisgang von Henri Cartan zu Ende führen kann. 
Thullen (Münster). 


Behnke, H., und P. Thullen: Zur Theorie der Singularitäten der Funktionen mehrerer 
komplexen Veränderlichen. Das Konvergenzproblem der Regularitätshüllen. Math. 
Ann. 108, 91—104 (1933). 

La notation $(D) designera le domaine d’holomorphie associ&ä& un domaine D 
(Regularitätshülle). Pour les notions relatives aux dom. d’holom., voir H. Cartan 
et P. Thullen (Math. Ann. 106, 617—647; ce Zbl. 4, 357). — Une suite infinie de 
domaines D, sera dite de 1®t® espece si D,}ı <.D, (c.-A-dire si D,ı] est completement 
interieur & D,); il s’ensuit $(D,+1) <H(D,). Une suite sera de 2° espece si D,,ı>D,, 
et par suite 9(D,+1) >S(D,). — Tout domaine D peut &tre considere comme limite 
d’une suite de 2° espece; si, en outre, il existe A tel que D<A, alors D peut ötre considere 
comme limite d’une suite de 1®° espece. Posons lim $(D,) = N(D) pour une suite 
de 1° esp., et —&(D) pour une suite de 2° espece; N(D) et X(D) sont independants 
de la suite partieuliere choisie. — Behnke et Thullen posent le probleme: D &tant 
donne, comparer N(D) et &(D) & H(D). — 1° &tude de R(D). — OnaN(D) > S(D). 
La Nebenhülle X(D) est un dom. d’holom.; c’est Yintersection (Durchschnitt) des 
dom. d’ holom. qui contiennent D et sa frontiere; la notion de Nebenhülle est in- 
variante vis-A-vis de toute transf. pseudo-conf. reguliere dans D et sur sa frontiere. 
Pour que R(D) = H(D), il faut et il suffit que $(D) soit limite d’une suite (1®re esp.) de 
dom. d’holom.; par ex., il suffit que $(D) soit limite d’une suite (1?re esp.) de dom. 
equivalents & S(D) [e.-A-dire en corresp. pseudoconforme avec 9(D)]; cas partic.: 
H(D) est Etoile. Pour que N(D) = H(D), il suffit que 9(D) ait un point frontiere P 
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par lequel passe une variet& analytique (lieu des points dont les coordonnees com- 
plexes sont fonctions holom. d’un param. complexe) dont tous les points voisins de P 
sontinterieurs & D [exemple: 2 var. complexes %&, y; le domaine le <1,|41< ]e]|, 
le point «= y= 0, la variete y— 0; la Nebenhülle est |2|<1, |y|< 1]. — 2 6tude 
de 2(D).— On a &%(D)<H(D). Pour que L(D)=H(D), il faut et il suf. que &(D) soit 
un dom. d’holom. Condition suffisante: &(D) est limite d’une suite (1% esp.) de 
dom. equivalents & 2(D). Autre cond. suffisante: toute fonct. hol. dans D, (de la 
suite de 2° esp.) y est developpable en serie unif. converg. de f. hol. dans D [exemple: 
les D, sont des domaines de Runge, c.-A-d. que toute f. hol. dans D, y est develop- 
pable en serie de polynomes). H. Oartan (Strasbourg). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik, Versicherungsmathematik: 


Frechet, Maurice: Solution eontinue la plus generale d’une öquation fonetionnelle 
de la theorie des probabilit&s „en ehaine“. Bull. Soc. Math. France 60, 242—277 (1932). 

Die Abhandlung bringt eine ausführliche Darstellung einiger früher angekündigter 
Sätze des Verf. (vgl. dies. Zbl. 5, 255, auch betreffs der Bezeichnungen). Darüber 
hinaus wird folgendes eingehend erläutert: 1. Verlauf von P(s, t) für t— oo; 2. Aus- 
sonderung von Lösungen, die gewisse wahrscheinlichkeitstheoretisch wichtige Neben- 
bedingungen erfüllen; 3. spezielle Fragestellungen betreffend zweireihige Matrizen. 

A. Khintchine (Moskau). 

© Trait& du ealeul des probabilites et de ses applieations. Publi6 par Emile Borel. 
Tome 1. Les prineipes de la th&orie des probabilites. Fase. 4. — Risser, R., et (.-E. 
Traynard: Les prineipes de la statistique math@&matique. Paris: Gauthier-Villars et Cie. 
1933. XI, 338 8. Fres. 80.—. 

Das Buch liefert eine im wesentlichen erschöpfende Darstellung der wichtigsten klassischen 
und modernen Begriffsbildungen und Methoden der mathematischen Statistik. Der theore- 
tische Teil ist von dem rein beschreibenden nicht getrennt; fast alle Kapitel enthalten beiderlei 
Fragestellungen, bisweilen in mehrmaliger Nacheinanderfolge. Die Anordnung des geschil- 
aderten Materials läßt keine bestimmten Richtlinien erkennen, so daß das Buch eher einen 
Bericht über eine große Reihe vereinzelter Methoden und Ergebnisse bildet als eine systema- 
tische Grundlegung der Theorie. Auch die an verschiedenen Stellen benutzten Methoden 
weisen keine Einheitlichkeit auf; die Verff. folgen vielmehr in dieser Hinsicht meistenteils 
den betreffenden Originalabhandlungen. Prinzipielle Fragen, insbesondere die viel diskutierten 
Probleme über die Beziehung zwischen ‚‚theoretischen‘“ und ‚‚empirischen‘“ Maßzahlen, werden 
in der Regel nicht aufgeworfen; sofern in dieser Richtung ein Standpunkt zu erkennen ist, ist 
es derjenige der bekannten Tschuprowschen Untersuchungen. Die logischen Ansprüche des 
Mathematikers (Allgemeinheit, Strenge, präzise Ausdrucksweise) werden nicht viel mehr 
berücksichtigt als es für die meisten Lehrbücher der praktischen Statistik üblich ist; als Bei- 
spiel sei nur die gewöhnliche unzureichende Ableitung der Pearsonschen Differentialgleichung 
erwähnt. Kurze Inhaltsübersicht: Erster Teil: Tabellen, graphische Darstellungen, Frequenz- 
kurven; Berechnung von Mittelwerten verschiedener Art; Binomialgesetz und Pearsonsche 
Kurven; Entwicklungen von Bruns-Charlier und Romanovsky; Präzision der empirischen 
Maßzahlen; die wichtigsten theoretischen Schemata (Bernoulli, Poisson, Lexis, Borel); 
Zerlegung von Frequenzkurven. Zweiter Teil: ältere und neuere Maßzahlen für stochastische 
Abhängigkeit zwischen zufälligen Variablen ; entsprechende empirische Maßzahlen; Abschätzung 
von theoretischen Maßzahlen auf Grund eines empirischen Materials; Tschuprowsche Unter- 
suchungen über den Erwartungswert eines Quotienten und ähnliche Beispiele; genauere Ab- 
schätzung der Verteilungsfunktion des Bernoullischen Problems nach Edgeworth; Hermite- 
sche Polynome und ihre Anwendung; Normalkorrelation im mehrdimensionalen Fall; die 
Methode der Differenzen; Klassifikation der statistischen Reihen nach Anderson. Erste 
"Note: ein neues Abhängigkeitsmaß nach Steffensen. Zweite Note: Untersuchungen von 
Guldberg über die Auswahl von Interpolationskurven für statistische Reihen. Khintchine. 

Andersson, Walter: Researches into the theory of regression. Meddel. Lunds 
astron. Observ., II. s. Nr 64, 1—197 (1932). 

Eine zusammenfassende Darstellung der Theorie der parabolischen Regression. 
Kap. I und II behandeln die Aufstellung der Regressionsgleichung nach der Methode 


der kleinsten Quadrate. Diese Regressionsgleichung ist in der Tchebycheffschen Form 


Ya %gYola) + KıYıla) + Ryala)t + %%Yr(®) gegeben, wobei die Polynome 
;(x) in bezug auf die gegebene Distribution von z orthogonal sind. Im Falle der nor- 
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malen Korrelation sind auch die mittleren Fehler der Regressionskoeffiziente &,; nach 
K. Pearson gegeben. Alle Formeln sind bis zur fünften Ordnung explizit aufgeschrie- 
ben. Im Kap. III werden mehrere Beispiele ausführlich behandelt. Im zweiten Teil 
des Buches (Kap. IV—V) setzt Verf.im Gegensatz zu der früheren „empirischen“ 
Methode voraus, daß die Variablen x und y eine Wahrscheinlichkeitsdichte F(z, y) 
von gegebener analytischer Form haben. Dann hat die „analytische Regressionskurve“ 


die Gleichung 2 ih yF(x, y)dy 


Se [Fe „ay 

Man könnte diese Regressionskurve durch Parabeln verschiedener Ordnungen an- 
nähern. Bei dem heutigen Stande unseres Wissens über die zweidimensionalen Ver- 
teilungen erweist sich aber diese Methode nach Verf. als unpraktisch. Deshalb ent- 
wickelt Verf. eine kombinierte Methode: nur die analytische Form der Verteilung von 
x wird dabei als bekannt vorausgesetzt. Dann kann man die entsprechende Tcheby- 
cheffschen Polynome %,(x) theoretisch bestimmen. Die Rechnungen sind bis zur fünften 
Ordnung für alle Pearsonschen und Charlierschen Verteilungen durchgeführt. Die 
Bestimmung der Regressionskoeffiziente &; verläuft in diesem Falle viel einfacher als 
bei der Benutzung der rein empirischen Methode. Kap. VI bestätigt das durch mehrere 
Beispiele. 4A. Kolmogoroff (Moskau). 

Fisher, R. A.: The concepts of inverse probability and fidueial probability referring 
to unkown parameters. Proc. Roy. Soc. London A 139, 343—348 (1933). 

Kritik einer Arbeit von Jeffreys [Proc. Roy. Soc. London A 138, 48ff. (1932); 
vgl. dies. Zbl. 5, 368]. Es wird nachgewiesen, daß die dort erhaltenen Sätze auf Voraus- 
setzungen beruhen, die man nicht als a priori gegeben annehmen darf. K. Stumpff. 

Kolmogoroff, A.: Sulla determinazione empiriea di una legge di distribuzione. 
Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 83—91 (1933). 

Eine zufällige Variable unterliege dem Verteilungsgesetz F (x); es werde eine Reihe 
von n gegenseitig unabhängigen Versuchen angestellt, und F,„(x) sei das sich dabei 
ergebende „empirische‘‘ Verteilungsgesetz (also nF,(z) die Anzahl der Versuchsergeb- 
nisse, welche x nicht übertreffen). ®,(A) bedeute die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
die obere Schranke von |F„(x) — F(x)| in (—oo, oo) kleiner als A/Yn ausfällt. 


+00 
Hauptsatz: Ist F(x) stetig, so strebt ®,(A) für n — oo gegen D(A) = I 1)k e-22 7, 


und zwar gleichmäßig in bezug auf A. Ein auch an sich interessanter Hilfssatz behauptet, 
daß schon D„(A) von F(x) unabhängig ist, sofern F(x) stetig vorausgesetzt wird. Ein 
zweiter Hilfssatz betrifft das Verhalten von Summen zufälliger Variablen und steht in 
engem Zusammenhang mit den diesbezüglichen Untersuchungen des Verf. (vgl. Bull. 
Acad. Sci. USSR 1931, 959; dies. Zbl. 8, 357). A. Khintchine (Moskau). 

Glivenko, V.: Sulla determinazione empiriea delle leggi di probabilitä. Giorn. Ist. 
Ital. Attuari 4, 92—99 (1933). 

In den Bezeichnungen des vorstehenden Ref. sei m, die obere Schranke von 
|#n(&) — F(a)| in (—, +00). Aus dem Hauptsatz der vorstehend referierten 
Kolmogoroffschen Abhandlung folgt: Für jedes A > 0 strebt die Wahrscheinlichkeit 
der Ungleichung m, > A mit 1/n gegen Null (Gesetz der großen Zahlen); darüber 
hinaus wird mittels einer unabhängigen Methode bewiesen, daß im vorliegenden Fall 
auch das „starke“ Gesetz der großen Zahlen allgemeine Geltung hat, d.h. daß die 
Wahrscheinlichkeit der Grenzrelation m,—0 für n—oo gleich Eins ist. Die Ein- 
schränkung auf stetige F(x) (vgl. vorstehendes Ref.) läßt sich dabei aufheben. 

} A. Khintchine (Moskau). 

Mazzoni, P.: Sulle aree moltiplieabili del Cantelli. Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 
100-108 (1933). 

Aus der paarweisen Unabhängigkeit irgendwelcher zufälliger Ereignisse E,,E,,..., E, 
folgt bekanntlich im Falle n > 2 ihre gegenseitige Unabhängigkeit noch nicht. Verf. 
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untersucht einige mit diesem Umstand verbundene Fragen in den Termini der „multi- 
plizierbaren Flächen“ (aree moltiplicabili) von Cantelli [vgl. Giorn. Ist. Ital. Attuari 3, 
257—265 (1932); dies. Zbl. 5, 365]. A. Kolmogoroff (Moskau). 
Khintehine, A.: Remargques sur les suites d’6vönements obeissant & la loi des grands 
nombres. Rec. math. Soc. math. Moscou 39, Nr 3, 115—119 (1932). 
Soit E], Ey, - - ., En, - ... une suite d’&venements aleatoires; designons par m, le 


nombre de ceux des E,,i<n, qui se realisent, h, — Er stant la frequence correspon- 


dante. Soit enfin P„„+9() la probabilite pour que l’inggalite \An— Anyr | > & se 
realise pour une au moins des valeurs r=1,2,...,g. La loi forte des grands 
nombres consiste suivant l’auteur en ce que pour n— oo la probabilit Pyn+4(E) 
tende vers zero uniform&ment par rapport & q> 0, et cela quel que soit e>0. Le 
resultat principal du present travail est le suivant: La loi forte des grands nom- 


bres s’applique & toute suite d’evenements telle que la serie 1a) 
N 


converge pour tout e>0,0a,„(e) designant la borne superieure, pour 
q=1,2,...,de la probabilite p,n+9(&) de linegalite |An— Any, | > &. Ce theo- 
reme permet de simplifier considerablement les demonstrations de quelques propositions 
connues sur l’applicabilite de la loi forte des grands nombres. A. Kolmogoroff. 

Gumbel, E.-J.: La signifieation des constantes dans la formule de Gompertz-Make- 
ham. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 592—593 (1933). 

Hogben, Lancelot: A matrix notation for Mendelian populations. Proc. Roy. Soc. 
Edinburgh 53, 7—25 (1933). 

Mises, Richard v.: Über die Vorausberechnung von Umfang und Altersschiehtung 
der Bevölkerung Deutschlands. Bl. Versich.-Math. 2, 359—371 (1933). 

Berger, Alfred: Zur Theorie der Berechnung von Versicherungswerten für mehrere 
verbundene Leben. Bl. Versich.-Math. 2, 371—390 (1933). 

Bernstein, Felix: Säkulare Sterblichkeitsänderung und Prinzip der Gewinnverteilung 
mittels einer Höecknerschen Überschußkonstanten A. Bl. Versich.-Math. 2, 390—392 
(1933). 

Spiliotis, F.: Über einige elementare Probleme aus der Versieherungsmathematik. 
Bull. Soc. Math. Grece 13, Nr 2, 33—35 (1932) [Griechisch]. 

Strassmann, Reinhold: Das Verfahren der technischen Durehsehnittsprämie für 
Gruppensterbegeldversicherungen mit Änderung der Prämie bei Abweichen des tat- 


sächlichen Verlaufs vom reehnungsmäßigen und die Bedingungen seiner Anwendbarkeit. 
Versicherungsarch. 3, 701—738 (1933). 


Geometrie. 


Hirakawa, Junko: Some theorems on the orthopole. Töhoku Math. J. 36, 253—256 
(1933). 

Deaux, R.: Sur les triangles orthogonalement inserits ä trois droites de P’espace. 
Mathesis 47, 54—60 (1933). 


Weaver, J. H.: Curves determined by a one-parameter family of triangles. Amer. 
Math. Monthly 40, 85—91 (1933). 

In a former paper [Amer. Math. Monthly 31 (1924)] the author has determined 
certain loci associated with a triangle, which has its circumeirele and orthocenter (and 
therefore its nine-point eirele) fixed. In the present paper a new method is used to 
prove some of the former results and some new theorems concerning the same con- 
figuration. The points of the plane are represented by complex numbers, in such a 
way that the eircumcenter O is taken as origin, OH as the axis of reals (H being the 
orthocenter). « O. Bottema (Groningen). 
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Vytiehlo, F.: Remarque relative ä la construetion de la eourbe normale de 
’helicoide rögl&e. Cas. mat. fys. 62, 128—131 u. franz. Zusammenfassung 131 (1935) 
[Tschechisch]. 

Matsumura, $öji: Über Minkowskis gemischten Flächeninhalt. Jap. J. Math. 9, 
161—163 (1932). . 

Für den gemischten Flächeninhalt F,, zweier ebener konvexer- Bereiche mit den 
Flächeninhalten F,, und F,; gilt nach Minkowski Pa =F,,F5. Es seien 0), 05, 0; 
konvexe Bereiche in der Ebene. Durch Anwendung der obigen Ungleichung erstens 
auf die Bereiche C, + s CO, und 0, + t O,, zweitens auf die Bereiche sC, + t0,und (,, 
wo s und t positive Parameter sind, ergeben sich zwischen den gemischten Flächen- 
inhalten von C,, 0, und C, zwei Ungleichungen, die zusammen mit 


(FisFas — Fıa Fa)? > (Fis — FırFss) (Fi — Fa F3;) 


gleichwertig sind. Der Spezialfall, daß CO, ein Kreis ist, war schon von Favard [Mat. 
Tidsskr. B 1930] bewiesen. W. Fenchel (Göttingen). 


Süss, Wilhelm: Bestimmung einer geschlossenen konvexen Fläche durch die Summe 
ihrer Hauptkrümmungsradien. Math. Ann. 108, 143—148 (1933). 

Es sei f(£) eine positive, passenden Stetigkeitsvoraussetzungen genügende Funk- 
tion auf der Einheitskugel. Es sei ferner bei Integration über die Oberfläche der Ein- 
heitskugel Hl f&)Edo= 0. Dann gibt es nach Christoffel eine bis auf Translationen 
eindeutig bestimmte geschlossene konvexe Fläche, bei der die Summe der Haupt- 
krümmungsradien als Funktion der Normalenrichtung £ gleich f(£&) ist. Für diesen Satz 
wird eine Beweisanordnung gegeben, die der des Verf. für den Minkowskischen Satz, 
bei dem an Stelle der Summe das Produkt der Krümmungsradien tritt, völlig parallel 
läuft (vgl. dies. Zbl. 3, 328). Damit ist der Christoffelsche Satz in natürlicher Weise 
in den Brunn-Minkowskischen Ideenkreis eingeordnet. Zugleich gestattet die 
Behandlungsweise des Verf. mit geringeren Stetigkeitsvoraussetzungen über f als in 
den früheren Beweisen auszukommen. — Aus einer Minkowskischen Ungleichung 
folgt unmittelbar: Wenn es eine Fläche der verlangten Art gibt, so ist ihre Stütz- 
funktion Lösung des folgenden Variationsproblems: Unter allen Stützfunktionen A, 
die zu konvexen Flächen mit Oberfläche >1 gehören, sind die zu bestimmen, die dem 
über die Oberfläche der Einheitskugel erstreckten Integral H(£) f(£)do minimalen 
Wert erteilen. Daß dieses Minimumproblem eine bis auf Translationen der zugehörigen 
Flächen eindeutige Lösung besitzt, ergibt sich leicht aus. dem Blaschkeschen Aus- 
wahlsatz und der Tatsache, daß die Quadratwurzel aus der Oberfläche der konvexen 
Körper einer Linearschar als Funktion der Scharparameter konkav und nur dann 
linear ist, wenn die Körper der Schar homothetisch sind. Schwieriger ist der Nach- 
weis, daß die das Variationsproblem lösende Fläche die vorgeschriebene Summe der 
Krümmungsradien besitzt. Die diesbezüglichen Ausführungen des Verf. scheinen dem 
Ref. nicht ausreichend, solange nicht sichergestellt ist, daß die gefundene Fläche eine 
stückweise stetige Summe der Krümmungsradien besitzt. Ähnliches gilt für die ent- 
sprechende Stelle der obenerwähnten Behandlung des Minkowskischen Satzes durch 
den Verf. W. Fenchel (Göttingen). 


Douglas, Jesse: A Jordan space eurve which bounds no finite simply connected area. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 19, 269—271 (1933). 

Umschlingt eine doppelpunktfreie geschlossene Kurve N-mal einen Torus, so 
schneidet dieser aus jeder von der Kurve berandeten einfach zusammenhängenden 
Fläche einen Flächeninhalt aus, der mindestens gleich dem N-fachen Inhalt des Meridian- 
kreises ist. Dieses Lemma benutzend, baut der Verf. eine Folge von sich gegenseitig 
ausschließenden, gegen einen Punkt O konvergierenden Toren und erzeugt eine Jordan- 
kurve, die jeden von ihnen so häufig umschlingt, daß sie keine einfach zusammen- 
hängende Fläche endlichen Inhalts berandet. Hans Lewy (Göttingen). 
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Petroviteh, M.: Direetions des tangentes en relation avec la longueur de l’are. 
(55. sess., Nancy, 20. VII. 1931.) Assoc. Frans. Avancement Sei. 54—55 (1931). 

Beweis der folgenden einfachen Tatsache: Ein rektifizierbarer Kurvenbogen in 
der Ebene verbinde zwei Punkte A und B. Es sei s die Länge des Bogens, die Länge 
der Sehne AB. Es gebe ferner einen Winkelraum der Öffnung 0, so daß keine Sehne 
des Kurvenbogens einer diesem Winkel angehörigen Geraden parallel ist. Dann gilt 


10 
s< /sin- 5 W. Fenchel (Göttingen). 


Karamata, J.: Direetions des tangentes en relation avec P’aire de surface. (95. sess., 
Nancy, 20. VII. 1931.) Assoc. Frang. Avancement Sei. 44—46 (1931). 

An die vorstehend referierte Note anknüpfend, bemerkt der Verf., daß unter den 
genannten Voraussetzungen die Summe der Flächeninhalte der vom Bogen und der 
Sehne AB begrenzten Gebiete kleiner oder gleich (2) eig ist. W. Fenchel. 

Du Val, Patriek: On the direetrices of a set of points in a plane. Proc. London 
Math. Soc., II.s. 35, 23—74 (1933). 

Die Lageverhältnisse der Konfiguration von 27 Geraden einer kubischen Fläche 
können nach Schoute auf metrische Relationen eines Polytops im R, abgebildet 
werden (vgl. dies. Zbl. 5, 79). Analoge Abbildungen sind für die Konfiguration der 
28 Bitangenten (Coxeter) und die Tritangentialebenen der Normalkurve vom Ge- 
schlechte 4 (Todd, Du Val) untersucht worden. In der vorliegenden Arbeit werden 
diese Abbildungen auf einen gemeinsamen Ursprung zurückgeführt. Die genannten 
Konfigurationen stehen in engem Zusammenhang mit den Figuren von 6, 7 und 8 Punk- 
ten in der Ebene. Eine ebene Figur von n Punkten kann aber auf folgende Weise auf 
die Eckpunkte eines Polytops im R,„ abgebildet werden: Als Direktrixkurve des 
Punktsystems wird jede Kurve definiert, die in den Punkten des Systems mehrfache 
Punkte von solchen Multiplizitäten aufweist, daß ihr Geschlecht und ihr Freiheits- 
grad 0 wird. Bezeichnen ?,,.. ., i„ die Multiplizitäten, m die Ordnung einer Direk- 
trix, so müssen für die Direktrix m(i) die Bedingungsgleichungen 


r RO | 

bestehen. Auch die Umgebungen der Fundamentalpunkte werden zu den Direktrix- 
kurven gezählt: Die Umgebung des Punktes X, erhält das Symbol 0 (2), wo 1, = —Öx5 
ist und ö„; das Kroneckersche Symbol bezeichnet. Die Abbildung einer Direktrix 
m(i) des Punktsystems K,,...,Ka,.. ., An-ı auf einen Punkt des R,„ mit den in- 
homogenen Koordinaten: 2), -.., &n-1, 4 erfolgt nun durch die Gleichungen: 
&ı = Mm — ig — 2ix, y= m — ig. In einer geeigneten Metrik (drei Fällen < 9, n= 9, 
n > 9) liegen die Bildpunkte auf einer Kugel, und der Abstand zweier Punkte mißt die 
Anzahl der freien Schnittpunkte der entsprechenden Direktrizen. Ausführliche 
Untersuchung des Bildpolytops. Der Sonderfall n — 9 wird mittels einer zweiten 
Abbildungsmethode: x, = 3,— m («=1,...,9) erledigt. Auf ihn wird die Be- 
handlung des Systems von 8 Punkten einer Fläche 2. Ordnung dadurch zurückgeführt, 
daß die F? von einem der 8 Punkte in die Ebene projiziert wird, in der dann neben den 
Bildpunkten der 7 übrigen Raumpunkte noch die Spurpunkte der durch das Projek- 
tionszentrum laufenden Erzeugenden erscheinen. Schließlich wird in den Fällen 
n=8, 7 und 6 der Zusammenhang mit der Charakteristikentheorie der 
Thetafunktionen vom Geschlechte 4, 3 und 2 erschöpfend dargestellt. E. A. Weiss. 

Narasinga Rao, A., and B. Ramamurti: On a metrical invariant eonneeted with 
four coplanar points. J. Annamalai Univ. 1, 168—175 (1932). 

®-Normale im Punkte p eines Kegelschnittes heiße die Gerade, die aus der Tangente 
im Punkte p durch Drehung um den Winkel © entsteht. Bei vorgegebenem kann 
man von einem Punkte aus 4 -Normalen an den Kegelschnitt ziehen. So entsteht 
ein System von 4 Fußpunkten. Welche metrische Relationen bestehen zwischen den 
Punkten eines d-Fußpunktsystems? Ein beliebiges Punktquadrupel werde als Fuß- 
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punktquadrupel aufgefaßt. Welches ist der zugehörige Wert von #? Beide Fragen 
werden mit Hilfe des durch die 4 Punkte bestimmten Kegelschnittbüschels beantwortet. 
E. A. Weiss (Bonn). 

Villa, Mario: Sulle eurve piane del sesto ordine dotate di sei euspidi non appartenenti 
ad una stessa eoniea. Ist. Lombardo, Rend., II. s. 65, 1013—1024 (1932). 

Es wird zunächst die Gleichung einer ebenen 0% gefunden, die in den Ecken A, B, C 
eines Dreiecks drei Spitzen 2. Art besitzt, und die außerdem die Seiten des Dreiecks 
berührt. Eine quadratische Verwandtschaft der Ebene mit A, B, C als Fundamental- 
punkten verwandelt jene 0% in einesandere 0% mit 6 gewöhnlichen Spitzen. Diese liegen 
nicht auf einem Kegelschnitt; 5 beliebige von ihnen bestimmen einen zerfallenden 
Kegelschnitt. Die Gleichung der C® enthält, nicht linear, drei Parameter. Der Verf. 
studiert insbesondere den Fall, wo die 6 Spitzen in den Ecken eines vollständigen Vier- 
seits liegen; in diesem Falle kann man drei der Spitzentangenten beliebig festsetzen 
(mit einer Ausnahme in der Wahl der drei betreffenden Spitzen).  E.G@. Togliatt:. 


Cartan, Rlie: Le groupe fondamental de la g&omötrie des spheres orientees r&elles. 
(55. sess., Nancy, 20. VII. 1931.) Assoc. Frang. Avancement Sci. 21—28 (1931). 

Für das Kontinuum der reellen Geraden gilt der Satz: Eine ein-eindeutige Trans- 
formation der reellen Geraden, die inzidenten (nicht inzidenten) Geraden ebensolche 
Geraden zuordnet, wird von einer Kollineation oder Korrelation induziert. Ein auf 
reelle orientierte Kugeln bezüglicher Satz kann hieraus mittels der Geraden-Kugel- 
Transformation nicht abgeleitet werden, Diese Transformation ist ja imaginär und 
bildet das Kontinuum der reellen Geraden nicht auf das Kontinuum der reellen orien- 
tierten Kugeln ab. Die reellen Kugeln entstehen vielmehr aus den Erzeugenden einer 
Hyperfläche H: x,%; + %g%g — %3% — %4%, = 0. Für diese Erzeugenden wird daher 
zunächst der Satz bewiesen: Eine ein-eindeutige Transformation der Erzeugenden von 
H, die inzidente (nicht inzidente) Erzeugende in ebensolche überführt, wird von einer 
Kollineation oder Korrelation des umgebenden Raumes induziert. Die Abbildung 
dieses Ergebnisses liefert dann das Resultat: Eine ein-eindeutige Transformation der 
reellen orientierten Kugeln, die tangierenden (nicht tangierenden) Kugeln ebensolche 
Kugeln zuordnet, wird von einer reellen linearen Substitution der 6 homogenen Kugel- 
koordinaten induziert. E. A. Weiss (Bonn). 


Bouman, J.: Über Quaternionen und ihre Anwendung in der Geometrie des vier- 
dimensionalen Raumes. Nieuw Arch. Wiskde 17, 240—266 (1932) [Holländisch]. 

An orthogonal transformation with determinant + 1 in four space can be given by 
the quaternion product uxv, when u, x, v are three quaternions, u and v of versor 1, 
and v the conjugate quaternion. When the determinant is —1 (a perversion), the trans- 
formation can be given by uzv. The author gives of these well-known theorems (com- 
piled e.g. by H.Rothe, Enz.d. Math. Wiss. III A.B. 11, 1386) a simple algebraie proof 
with geometrical interpretation. — It is perhaps not generally known that these theorems 
have been used, by F. W. Sohon, for an exhaustive classification of all rotation and 
perversion groups in four space [J. Math. Physics 9, 194—260 (1930)]. Struik. 

Klima, Jos.: Sur la determination de P’angle de deux plans dans P’espace ä quatre 
dimensions et sur quelques problömes qui s’y rattachent. Cas. mat. fys. 62, 132—138 
u. franz. Zusammenfassung 139 (1933) [Tschechisch]. 


Richard: Remarques sur la g6omötrie non euclidienne. (55. sess., Nancy, 20. VII. 
1931.) Assoc. Frang. Avancement Sei. 58—61 (1931). 


Illingerovä, L.: Contribution & la g&omötrie non-euelidienne. Cas. mat. fys. 62, 
154—163 (1933) [Tschechisch]. 

Le cerele de la geomötrie de Klein apparait comme une conique bitangente & la 
conique absolue. Dans la g&ometrie intermödiaire ou dans celle de Poincare (la conique 
absolue &tant alors une droite) le cercle apparait comme un cercle. Dans la construc- 
tion des cereles on se heurte & une contradiction apparente entre ces g&ometries: en. 
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effet, si l’on veut construire le cercle determind par trois points, on obtient quatre 
solutions de ce probleme dans la geometrie de Klein (trois equidistantes et un cercle 
qui, selon la position des points donnes, soit un cycle, soit une equidistante). Il 
n’y a, d’autre part, comme il parait tout d’abord, qu’une seule solution dans la g6o- 
metrie intermediaire ou dans celle de Poincare. Le but de cet article est de lever cette 
contradicetion apparente, Autoreferat. 
. Klier, Em.: Pentagramma mirificum de Gauss dans la geomeötrie de Lobatevsky. 
Cas, mat. fys. 62, 164—170 (1933) [Tschechisch]. 
Dans cet article on fait ressortir l’analogie complete entre le syst&me de triangles 
rectangulaires, bien connu dans la geomötrie spherique sous le nom indique au titre 
et le m&me systeme dans la g&ometrie de Lobadevsky. L’auteur donne une regle 


\ 


pareille & celle de Neper-Engel. Autoreferat. 


Algebraische Geometrie: 


Morduchai-Boltowskoi, D.: Über eine von einer beliebigen algebraischen Kurve 
getroffene punkthafte Menge. Rec. math, Soc. math. Moscou 39, Nr 3, 120—128 u. 
dtsch. Zusammenfassung 128 (1932) [Russisch]. 

Verf. versucht eine nulldimensionale ebene abgeschlossene Punktmenge F zu 
konstruieren, die mit jeder algebraischen Kurve gemeinsame Punkte hat. Man über- 
zeugt sich leicht, daß dies unmöglich ist (man hat dazu einen hinreichend kleinen Kreis 
mit einem außerhalb von F liegenden Mittelpunkt zu betrachten — die Konstruk- 
tionen des Verf. benutzen nur die reellen Punkte der Ebene!) Es scheint jedoch dem 
Ref. höchst wahrscheinlich, daß im Falle unbegrenzter algebraischer Kurven die Auf- 
gabe eine positive Lösung erhält. A. Kolmogoroff (Moskau). 

Takami, Minoru: Sur la eonique oseulatrice de la courbe algebrique plane. Jap. J. 
Math. 9, 165—175 (1932). 

Puisqu’il en est ainsi, je ne determinerai maintenant ici que la classe de la 
developpee des normales affines d’une courbe algebrique generale. Cependant j’ai 
trouve tout dernierement que cette question a deja ete resolue par W. Bouwman 
[Math. Ann. 49, 24 (1897), Dissert. Groningen 1896] en Hollande en faisant usage 
des resultats de van den Berg et de G. H. Halphen. J’ai d’abord employe la 
methode de A. Cayley [Philos. Trans. Roy. Soc. London 149 (1859), Coll. Math. 
Papers, IV] pour trouver l’&quation de la conique osculatrice en un point de la courbe 
donnde. D’oü nous pouvons deduire la correlation etroite avec la hessienne et une 
courbe covariante que W. Bouwman n’a traitee pas dans son these. — D’une part 
j’ai simplifi€ sa premiere partie & l’aide de la notation symbolique de 8. Aronhold 
et d’autre part sa derniere partie au moyen du resultat de O. Hesse; en outre j’ai 
un peu change de son raisonnement pour s’appliquer aussi en cas de la cubique 
osculatrice. Auszug. 

Wirtinger, Wilhelm: Ein anderer Beweis des Satzes, daß zwei singularitätenfreie 
Kurven von einer Ordnung n >4 notwendig kollinear sind, wenn sie eindeutig aufein- 
ander bezogen sind. S.-B, Bayer, Akad. Wiss. H. 3, 145—147 (1932). 

H. Kapferer hat den obigen Satz in derselben Zeitschrift 1932; dies. Zbl. 4, 269, 
durch algebraische Identitäten bewiesen. Hier wird ein äußerst einfacher algebraisch- 
‚geometrischer Beweis auf Grund des Riemann-Rochschen Satzes erbracht. 

van der Waerden (Leipzig). 

Comessatti, Annibale: Sulla connessione e sui numeri base delle superfieie algebriehe 
reali. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 3, 141—162 (1932), 

In previous papers dealing with real algebraic surfaces F the author has established 
the formula Z= R,— 2h, and the inequality Z< R, — 2(e — 0), where h ıs the 
number of independent real two-cycles on F (for the meaning of the other symbols see 
this Zbl. 4, 71). In this paper the author arrives at the stronger inequalities: 

2e+p)—- R=sZ=R, — 2(e — 0) — 29» 
12* 
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where p, is the geometrie genus of F, by making use of a recent remark of Seve ri that, 
as a consequence of Hodge’s theorem on the double integrals of the first kind, the 
periods of such an integral cannot be all real or all pure imaginary. The difference of 
the two extreme terms of the inequality is 2(R,— e — 2p,) = 2% —- P)=0; and 
if 0, assumes its minimum value 2p,, the above inequalities become equalities. This 
is true in particular, if p,—= 0. Several applications to particular surfaces are given 
(the product of two real curves, the hyperelliptie surface of rank 1, the Kummer 
surface). O. Zariski (Baltimore). 


Godeaux, Lucien: Sur Pexistence d’involutions rationnelles, n’ayant qu’un nombre 
fini de points unis, appartenant & une surface algebrique. Bull. Sci. math., II. s. 57, 
7—14 (1933). 

L’e&tude des points unis des involutions cycliques appartenant & une sur- 
face algebrique, reprise par l’auteur (C. R. Acad. Sci., Paris 1930, 154—155; 
Bull. Acad. roy. Belgique 1930, 450—467) lui permet de montrer que si une surface F 
de S,, intersection d’un cöne projetant une surface de Veron&se et d’une hypersurface 
cubique, contient une involution cyclique I, d’ordre 7 admettant trois points unis, 
ces points presentent certaines caracteristiques simples. Il en resulte que la surface ® 
image de I, n’admet pas de courbes canoniques ni bicanoniques: ® etant reguliere, est 
alors rationnelle, ce qui explique un resultat anterieur de l’auteur (Bull. Acad. roy. 
Belgique 1921, 653—665, 694—702), et il existe, sur la surface algebrique F (de 
genres p) — 4, p, = p, = 3, P; = T) une involution rationnelle ne presentant qu’un 
nombre fini de points unis. P. Dubreil (Paris). 


Lo Voi, Antonino: $Sui eieli lineari di una superfieie algebriea dotata di torsione. 
Ist. Lombardo, Rend., II. s. 65, 1038—1044 (1932). 

A une surface hyperelliptique de rang 1, F,, l’auteur fait correspondre une surface 
hyperelliptique de rang 2, F,, douee de torsion et image d’une involution de F,. L’auteur 
etudie les cycles lineaires de cette surface, et notamment le cycle y qui correspond au 
chemin joignant deux points de F, se correspondant dans l’involution consideree, ce 
qui lui permet de determiner le cycle de torsion lin£aire. P. Dubreil (Paris). 


Lefschetz, S.: Invariance absolue et invariance relative en geometrie alg&brique. 
Rec. math. Soc. math. Moscou 39, Nr 3, 97—102 (1932). 

The purpose of this paper is to give a precise formulation of the effect of a bira- 
tional transformation of an algebraic surface F into a surface F’, on the topological 
characters of F, with the view of putting into evidence those characters which are 
absolutely invariant. It is well known that the Betti number R, is a relative 
invariant, its value being altered by birational transformations possessing fundamental 
points on either F or F’. It is not so well known that R, is not an absolute in- 
variant, its value being altered if the transformation resolves or introduces singu- 
larities on F or F’ respectively. By making use of the notion of relative cycles, as 
developped in his “Topology”, the author proves the following theorem: Let Bbe a 
base for the algebraic two-cycles onF,ineluding all the multiple points 
and the multiple curves of F. Then v,(F— B)is an absolute invariant 
of F, where »,(F— B) is the maximum number of two-cycles inF— B 
which are »Omod BonF. This invariant coincides with the number o, of distinct 
double integrals of the second kind. For linear cycles the absolute invariants are ob- 
tained as follows: Let @, be the homology group in F— B,and let D, be the 
subgroup of@, composed of all eycles which are » in F— Bto cycles 
lying on any algebraie curve Aand are »O on A. Then the quotient 
group H,=@,/D, is an absolute invariant of F. I£ F is without singularities, 
H, coincides with the homology group of the absolute linear cycles of F. Consequently 
the rank of H, is = 2q, where q is the irregularity of F, and the order of its subgroup 
of zero-divisors is the number o of Severi. O. Zariski (Baltimore). 
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Glagoleff: Construction effeetive et gönsrale de la transformation de Cremona dans 
le plan et dans Pespace. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 666-667 (1933) 


Differentialgeometrie: 


Blane, Eugene: Sur une propriet& differentielle des continus de Jordan. C. R. Acad. 
Sci., Paris 196, 600—602 (1933). 

Es sei X ein ebener Kurvenbogen & = f(t), y— g(t), wobei f und g nur stetig 
vorausgesetzt werden. Nach Denjoy nennt man Eckpunkte von K diejenigen 
Punkte, in denen die Kontingens in einem Winkelraum kleiner als rz enthalten ist. Es 
wird der Mittelwertsatz folgendermaßen verallgemeinert: Auf jedem Teilbogen 
M,M, von K, der keine Eckpunkte enthält, gibt es mindestens einen 
Punkt, in dem die Kontingens die beiden zu M,M, parallelen Halb- 
geraden enthält. Eine ganz einfache Überlegung zeigt nämlich, daß jeder Punkt, in 
dem die Entfernung der Kurve von der Sehne M, M, zum Maximum wird, diese Eigen- 
schaft besitzt. Daraus und aus der Halbstetigkeit der Paratingens folgt ferner unmittel- 
bar: in jedem Kurvenpunkt M, der weder Eckpunkt noch Häufungs- 
punkt von Eckpunkten ist, fällt die Paratingens mit der Gesamtheit 
der Geraden zusammen, gegen die die Halbgeraden der Kontingenten 
in M, streben, wenn M, gegen M rückt. Für differenzierbare f und g hat diesen 
Satz bereits W.H. Young bewiesen. Willy Feller (Kiel). 


Bouligand, Georges: Sur la topologie restreinte du second ordre. Bull. Soc. Math. 
France 60, 228—241 (1932). 

Im Buche des Verf. „Geometrie infinitesimale directe‘“ (dies. Zbl. 5, 375) wurde 
gezeigt, daß die Kontingens kovariant ist gegenüber der Gruppe (g,) der differenzier- 
baren Abbildungen des Raumes mit wesentlich. positiver Funktionaldeterminante; 
dasselbe für die Paratingens bei der Untergruppe (y,) der stetig differenzierbaren Ab- 
bildungen. Nun wird gezeigt, daß die Paratingens zweiter Ordnung und die 
Oskulations-Kontingens nur bei projektiven Abbildungen erhalten bleiben. 
Weiter werden die Gruppen (g,) und (y,) der zweimal differenzierbaren bzw. der 
zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen des Raumes mit wesentlich 
positiver Funktionaldeterminante betrachtet. Als Kovariante gegenüber (g,) ergibt 
sich in einfachster Weise die zirkuläre Kontingens. Das ist (der Einfachheit 
halber mögen nur Flächen betrachtet werden) die Gesamtheit der Grenzlagen der 
berührenden Halbkreise durch einen weiteren Flächenpunkt. Besonders zu betrachten 
sind die Fälle, daß die Grenzlage ein Vollkreis oder eine Gerade wird (natürlich mit 
einer inzidenten Halbebene): die ersteren müssen zur Kontingens gerechnet werden, 
die letzteren nicht (abgesehen von dieser Kovarianzeigenschaft ist das eine Geschmacks- 
frage). — Ebenso bleibt die zirkuläre Paratingens (Gesamtheit der Grenzlagen 
der Kreise durch drei Flächenpunkte) bei Abbildungen der Gruppe (y,) erhalten. 
Schließlich wird eine etwas abgeänderte Definition der zirkulären Kontingens ge- 
geben; beide Definitionen verhalten sich zueinander etwa wie die Definitionen des 
Krümmungskreises bei Raumkurven als Grenzlage der berührenden Kreise bzw. als 
Kreis mit der reziproken Krümmung als Radius. Wiüly Feller (Kiel). 

Nyström, E. J.: Anschauliche Begründung der Fadenkonstruktion des Ellipsoids 
“und der Dupinschen Zyklide. Soc. Sci. Fennica. Comment. phys.-math. 6, Nr 27, 
1—9 (1933). 

= as Finsterwalder (Math. Ann. 1886) gegebene anschauliche Begründung 
der Staudeschen Konstruktion wird dadurch vervollständigt, daß für einige bei Finster- 
walder vorausgesetzte Sätze über konfokale F, ein synthetischer Beweis gegeben 
wird, auf Grund der in Reyes Geometrie der Lage entwickelten Methoden. Neu ist 
die Begründung der Zyklidenerzeugung: Ein auf dem Faden fester Punkt beschreibt 
eine Fläche F, die den Faden überall senkrecht durchsetzt; diese Fläche ist die Ein- 
hüllende einer Schar von Kugeln, deren Mittelpunkte die Fokalellipse durchlaufen und 


. 
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die sämtlich eine feste Ebene sowie zwei feste um die Brennpunkte der Fokalellipse 
geschlagene Kugeln berühren. F ist also eine Dupinsche Zyklide, und die Fokalstrahlen 
bilden deren Normalenkongruenz. Die zweite F einhüllende Kugelschar hat ihre Mittel- 
punkte auf der Fokalhyperbel, was sich bei der synthetischen Begründung der Kon- 
struktion mit ergibt. Cohn-Vossen (Köln). 

Mukhopadhyaya, $.: Cyelie eurves on an ellipsoid. J. Indian Math. Soc. 19, 246 
bis 250 (1932). 

Eine Richtung in einer Fläche durch einen Flächenpunkt P heißt zyklisch, wenn 
der Normalschnitt in P, der diese Richtung enthält, stationäre Krümmung in P hat. 
Sind alle Richtungen in P zyklisch, so heißt P ein zyklischer Punkt der Fläche. Wenn 
ein Flächenpunkt nicht zyklisch ist, so geht durch ihn, wie man elementar nachrechnen 
kann, genau eine zyklische Richtung. Die Integralkurven des Feldes der zyklischen 
Richtungen nennt Verf. die zyklischen Kurven der Fläche. Er diskutiert diese Kurven 
auf dem Ellipsoid. Die zyklischen Punkte sind dann die Endpunkte der Achsen und 
nur sie. Cohn-Vossen (Köln). 

Boruvka, O.: Sur certaines surfaces paraboliques dans les espaces euclidiens & 2 
dimensions. Öas. mat. fys. 62, 140—153 (1933) [Tschechisch]. 

Dans cet article je m’occupe des surfaces plongees dans un espace euclidien a 2n 
(=4) dimensions dont les &quations peuvent &tre mises sous la forme 

X, =ysinz, X, =ycos%, X3 = YgSinPaT, A, = %, 008P2%,... 

Kon-ı m SHPnE; Aa = Un COEPEE (*) 
les X etant coordonnees par rapport & un systeme de reference rectangulaire fixe, , Y 
etant des variables ind&pendantes et %;,p; des constantes (+0), 9, + p; pour i #7. 
En partant des hypercirconferences de l’espace (ce sont par definition les courbes dont 
toutes les courbures scalaires sont constantes non nulles) je definis les surfaces en que- 
stion, oü 9; & 1, par une construction geometrique integrale simple, puis, en intro- 
duissant la notion d’indicatrices de courbures normales de differents ordres — notion 
intrinseque locale attachee & une surface — j’arrive & caracteriser les surfaces (*) par 
leurs proprietes geometriques locales. Autoreferat. 

Lagally, M.: Dreifach-orthogonale Kurvenkongruenzen. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 
H. 3, 133—143 (1932). 

Drei zueinander orthogonalen Kurvenscharen im R, werden die drei Tangenten- 
einheitsvektoren t; als begleitendes Dreibein zugeteilt. Deren Ableitungen = nach den 
Bogenlängen s; werden durch die t; mit Koeffizienten dargestellt, die sich streifen- 
theoretisch deuten oder auf Krümmung und Torsion der Kurven sowie auf die Winkel 
der Schmiegebenen mit Ebenen des Dreibeins zurückführen lassen. Als Integrabilitäts- 
bedingungen erhält man neun Differentialgleichungen erster Ordnung für die Koeffi- 
zienten. Zum Schluß eine Anwendung auf die Gleichgewichtsbedingungen eines Span- 
nungszustandes. Zorn (Hamburg). 

Vincensini, P.: Sur la d&formation de certaines eongruences reetilignes. Ann. Fac. 
Sci. Univ. Toulouse, III. s. 24, 49—66 (1932). 

Der Verf. geht aus von einer Fläche 9, die in bestimmter Weise mit einem Strahlen- 
system & verbunden ist: Jeder Strahl S von & liegt in der Tangentenebene eines Punk- 
tes M von op. Die Parameterlinien u — konst. und v — konst. der Fläche @ werden so 
gewählt, daß die Tangente der Kurve u = konst. im Punkte M parallel zum Strahl S 
ist, und daß u = konst., v — konst. ein Orthogonalsystem bilden. Es sei I die ortho- 
gonale Projektion von M auf 8, und es seien F, und F, die Brennpunkte des Strahles 8. — 
Denkt man sich das Strahlensystem & starr mit der Fläche @ verbunden, so hat jede 
Verbiegung der Fläche & eine bestimmte Deformation des Strahlensystems 2 zur Folge. 
Der Verf. fordert nun, daß bei jeder solchen Deformation bestimmte Eigenschaften von 
2 erhalten bleiben. — 1. Soll das Produkt der Strecken / F, und IF, erhalten bleiben, 
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so müssen die Kurven » = konst. geodätisch sein, und die Strecke MI ist nur abhängig 
von dem geodätischen Abstand des Punktes M von einer beliebigen, für die ganze Fläche 
festen Kurve u — konst. — 2. Soll die Summe der Strecken IF, und IF, bei jeder 
Deformation invariant bleiben, dann ist notwendig (aber nicht hinreichend), daß die 
Kurven u = konst. geodätische Linien sind. Nimmt man noch die Forderung hinzu, 
daß I die Strecke BR; F, halbiert, so muß die Fläche @ auf eine Rotationsfläche ab- 
wickelbar sein. — Schließlich werden noch einige spezielle Strahlensysteme bestimmt, 
indem gleichzeitig mit der Eigenschaft 1 oder 2 noch andere invariante Eigenschaften 
gefordert werden. W. Haack (Danzig). 
Finikoff, S.: Congruences stratifiables paraboliques. Math. Z. 36, 344—357 (1933). 
Beweis der in einer früheren Note des Verf. (dies. Zbl. 3, 70) ausgesprochenen 
Sätze. Cech (Brno). 
Kakinuma, Usaku: Application of the Riemannian geometry of the complex space 
to wave-mechanical problems. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 14, 622—635 (1932). 
Diese inhaltsreiche Arbeit enthält mehrere neue und interessante Ideen, mittels 
deren sich voraussichtlich mehr wird erreichen lassen als das Ergebnis des Verf.: 
die skalare Wellengleichung im feldfreien Falle. Vorerst linearisiert Verf. anstatt 
einer Riemannschen Differentialform do? —= g,„da’dx“ eine Hermitesche Form 
do? —= 9,1 da*dx# [vgl. J. A.Schouten u. D. van Dantzig, Über unitäre Geometrie, 
Math. Ann. 103, 319—346 (1930)] mittels nichtkommutativer Größen &,, &%, für die 
Xu + 80, = 2gın Ist: ds—= o,da, ds = a,dat, do—=}(dsds + dsds). 
(Überstreichen bedeutet Übergang zum konjugiert Komplexen; die 2“ sindkomplex;; über- 
strichene Indizes transformieren sich ko- oder kontravariant zu den dx* anstatt der d«*.) 
Zweitens führt Verf. eine Übertragung ein mittels der Bedingung, daß die kürzesten 
Linien, gegeben durch ö/do = 0 auch autoparallel sind. Während Schouten u. 
van Dantzig eine Übertragung benutzten mit den Parametern I, = g*O,g1r, 
konj., alle andren J’ gleich Null, findet Verf. eine Übertragung mit den Parametern 
Bu = Ti Ara = 28 u: = 20" 8, ,°9,x; konj., wo 8,” = I. ist. Demzufolge 
ist 932 nicht kovariant konstant. Drittens betrachtet Verf. konforme Abänderungen, 
nicht nur der Hermiteschen, sondern der linearen Fundamentalform: ds — ds* 
— eds, ds > ds* = eds. (Leider schreibt Verf. e anstatt y und y anstatt Iny, so 
daß die Wellenfunktion e anstatt y heißt.) Es wird dann do*? = &do?, w& = e£ 
sich als die Energiedichte interpretieren läßt. Ist nun @,5 = 9°’ R,os», WO R,ui” 
die zur Übertragung gehörige Krümmungsgröße ist, so setzt Verf. die Feldgleichungen 
an in der Form G,;; — 4&,0,,6,@ = —x0,; (Cwü; — 4 e,6,,C), konj., wo die Be- 
stimmungszahlen bez. eines orthogonalen 4-Beins genommen sind (;—= +1). Bei 
Addition der beiden konjugiert komplexen Gleichungen kommt das Glied mit 4,47 
für ©+7 zum Fortfall (was bei Benutzung einer Riemannschen anstatt einer 
Hermiteschen Differentialform nicht der Fall wäre und somit zur Inkonsistenz der 
Gleichungen führen würde). Zum Schluß nimmt Verf. an, daß sich das rechte Glied 
der Feldgleichung durch die genannte „‚konforme‘‘ Transformation wegtransformieren 
läßt, während @* — « ist, daß also die Gleichung mit 6%, = 4 xg%, äquivalent ist. 
Die Wellengleichung lautet dann @* = x, oder Zealpiz — 2y,yY;) + Zu RA YnnT Wi 
® „v 
+4(G@— x2)=0. [Die Wellengleichung läßt sich auf die einfachere invariante 
Form g#V,„e— 4 (&-1@e— x&)—=0 bringen. Verf. scheint die obengenannte Arbeit 
von Schouten u. van Dantzig nicht zu kennen; sonst hätte er manches einfacher 
darstellen können, insbesondre die wie fast immer unnötigen und unnötig kompli- 
zierenden 4-Beine --- die ja nichts andres sind als anholonome orthogonale Koordinaten- 
systeme, für die die Formeln des Ricei-Kalküls ohne weiteres gültig bleiben — ver- 
meiden können. Überstrichene und nichtüberstrichene Indizes werden nicht konse- 
quent unterschieden, was einige vom Verf. erwähnte Vorzeichenfehler verursacht.] 
D. van Dantzig (Wassenaar). 
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Pastori, Maria: Insiemi tensoriali generati da sistemi assoluti di Pascal-Vitali. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 16, 621—626 (1932). 

Die Koordinaten &°, . . ., x" eines (n + 1)-dimensionalen Raumes seien der Trans- 
formation 2 = a0, 7° = 2 (a},...,a*) (a=1,...,n) unterworfen. Der Inbegriff 
von Bestimmungszahlen einer kovarianten Größe T,,,...,., (Ayn.Je3rd = a n) E 
welche auf denselben Stellen s(<r) Nullen besitzen, läßt sich in bezug auf die 
obige Transformation als eine (r — s)-fache kovariante Größe des Raumes x" = const 
interpretieren. Die Autorin zeigt, daß die Vitalischen Größen T, (mit dem Index u; 
der der Klasse > 1 angehört) (siehe dies. Zbl. 3, 324) zu derselben Interpretation Anlaß 
geben, wie man mittels leichter Nachrechnung verifizieren kann. — Weitere Betrach- 
tungen werden angekündigt. Hlavaty (Praha). 

Pastori, M.: Tensori e derivazioni. Rend. Semin. mat. fis. Milano 6, 91—108 (1932). 

S’introducono, in forma elementare, i concetti di tensore e di derivazione tensoriale. 
Si accenna al significato geometrico e fisico della derivazione tensoriale ed alle sue 
estensioni. Autoreferat. 

Kaplan, Carl: On some applieations of the absolute differential ealeulus to physies. 
Physie. Rev., II. s. 43, 137—142 (1933). 


Topologie: 

Haupt, Otto: Ein Satz über die reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine 
Verallgemeinerung. Math. Ann. 108, 126—142 (1933). 

Ist © eine Kurve oder ein Bogen (topologisches Bild der Kreisperipherie oder der 
Strecke) im projektiven R,„ ohne einen in einer Hyperebene enthaltenen Teilbogen, 
so heiße Ordnung von C die maximale Mächtigkeit des Durchschnittes von C mit 
einer Hyperebene. Die kleinstmögliche Ordnung ist n. Verf. beweist vor allem, daß 
jede € von der Ordnung n + 1 Summe ist von k, Bogen der Ordnung n, wobei k, eine 
absolute (d.h. von C unabhängige) Konstante ist. Nöbeling (Wien). 

Alexander, J. W.: A matrix knot invariant. Proc. Nat. Acad. Sci. U.8.A. 19, 
272—275 (1933). 

Jedem Knoten läßt sich mittels der Homologien eines unendlichen zyklischen 
Überlagerungsraumes des Knotenaußenraumes eine quadratische Matrix L(x) zu- 
ordnen, deren Elemente lineare Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten eines Para- 
meters x sind, und für die die Determinante von Z(1) gleich Eins ist. Zwei zum selben 
Knoten gehörige Matrizen L und L’ lassen sich stets durch wiederholte Anwendung 
von 5 Elementarumformungen ineinander überführen [s. Alexander, Trans. Amer. 
Math. Soc. 30 (1928) oder Reidemeister, Knotentheorie, 8.37—40. Berlin 1932; dies. 
Zbl. 5, 120]. ZL und Z’ heißen e-äquivalent; die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen hierfür sind noch nicht bekannt. Verf. gibt ein Verfahren an, L(x) auf die 
Form E-++AA zu bringen, wo # die Einheitsmatrix, A eine Matrix aus ganzen Zahlen 
undA=x-—1 ist. Zu e-äquivalenten Matrizen L, L’ gehören Matrizen A, A’, die 
durch eine Beziehung 4’— PAP°! verknüpft sind, wobei P eine ganzzahlige Matrix 
mit der Determinante +1 ist. Die Elementarteiler eines beliebigen Polynoms aus A 
mit ganzzahligen Koeffizienten sind infolgedessen Knoteninvarianten, beispielsweise 
die von (4 — 1)" — A" (n > 1) die Torsionszahlen n-ter Stufe. Magnus. 

Nagumo, Mitio: Über eine kombinatorische Eigenschaft der linearen Verbindung 
von Vektoren auf der Ebene. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 32, 560—568 (1932). 

In einem einfach zusammenhängenden Gebiet @ der Ebene sei eine „Kombination‘‘ 
von n beliebigen Punkten erklärt; d.h. jen Punkten p,, Pg,. . ., 9) aus@ sei ein weiterer 
Punkt g=[pı,..., pn] aus @ zugeordnet. Es werden notwendige und hinreichende 
Bedingungen dafür angegeben, daß sich @ topologisch so auf die Ebene abbilden läßt, 
daß die obige Kombination in eine Linearkombination der Ortsvektoren der den p, 
entsprechenden Punkte übergeht; und zwar wird bewiesen: Voraussetzungen: 1. Der. 
Punkt g=[Pı, .. ., Pn] hänge stetig vom Punktsystem p,,...,p, ab. 2. Es existiere 
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ein Punkt ein @, für den [e,...,e]=e gilt. 3.9=[pı,...,p,] lasse sich eindeutig 
und stetig nach jedem p, auflösen. 4. Liegt ein quadratisches Schema von n? Punkten 
aus @ vor, und kombiniert man zunächst die Punkte in den einzelnen Zeilen und dann 
die n so erhaltenen Punkte, so entstehe dasselbe, als wenn man zunächst die Spalten 
und dann deren Kombinationen kombiniert. Behauptung: Es gibt dann eine topo- 
logische Abbildung pr von @ auf die Ebene, so daß g— ln 


y= Aıtı + Agta + + Ann 


übergeht. Hierbei sind die A, feste, miteinander vertauschbare zweireihige Matrizen. — 
Fügt man noch die Forderung hinzu, daß die Gruppe aller topologischen Abbildungen 7 
von @ auf sich mit der Eigenschaft 7[pı. . . -, Pu] = [TP1, - - ., Tp„] wenigstens vier- 
parametrig Ist, so müssen die Matrizen A, Vielfache der Einheitsmatrix sein. Dann 
hat man es also in der Bildebene mit gewöhnlicher Linearkombination zu tun. — 
Für n = 2 erweist sich der obige Satz als einfache Folge der Tatsache, daß jede einfach 
transitive Abelsche Transformationsgruppe in der Ebene durch topologische Abbildung 
in die Gruppe der Translationen übergeführt werden kann [vgl. dazu v. Kerekjärtö, 
Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 8, 107 (1931)]. Der Fall n > 2 läßt sich (ohne 
Induktion) auf n = 2 zurückführen. W. Fenchel (Göttingen). 


Singer, James: Three-dimensional manifolds and their Heegaard diagrams. Trans. 
Amer. Math. Soc. 35, 88—111 (1933). 

Die Untersuchung der topologischen Eigenschaften einer geschlossenen drei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit M, wurde 1898 auf das Studium eines Diagrammes 
reduziert (Heegaard, Diss.; Übers. Bull. Soc. Math. France 44, 161; vgl. auch Dehn, 
Math. Ann. 69, 165, und Veblen, Anal. sit. 2"d ed. 155). Anschaulich kann man die 
Entstehung des Diagramms so darstellen: M, wird punktiert durch Wegnahme einer 
Kugel, K,. Durch kontinuierliche Deformation entsteht eine M%, die so beschrieben 
werden kann: 1. Auf der Oberfläche einer Kugel mit p röhrenförmigen Henkeln, R,, 
liegen p Streifen, die einem System von p nicht zerstückelnden und sich gegenseitig 
nicht schneidenden Rückkehrschnitte folgen; 2. p Kreisscheiben werden kontinuierlich 
so deformiert, daß ihre Ränder mit den Streifen vereinigt werden. Man kann auch die 
Scheiben so deformieren, daß sie als Henkel an X, aufgesetzt werden können, wodurch 
eine Mannigfaltigkeit R% entsteht, deren Oberflache mit der von R, homöomorph ist. 
M entsteht, wenn man R, und R% vereinigt in Übereinstimmung mit dem Homöomor- 
phismus. Das analoge Verfahren bei 2dim. Mannigfaltigkeiten löst vollständig das 
Homöomorphieproblem. Das ist bei höherer Dimensionszahl als 2 nicht der Fall; 
man kann u.a. die Anzahl der Henkel des Diagrammes beliebig groß machen. Oben- 
stehende Abhandlung löst zwar nicht das Homöomorphieproblem für n — 3, gibt aber 
wertvolle Vorarbeiten. Im Anschluß insbesondere an Veblen und Alexander gibt 
sie zuerst exakte Definitionen der hierhergehörigen Grundbegriffe. Der Zusammenhang 
zwischen dem Diagramm und der Poincare-Gruppe (Bettische und Kroneckersche 
Zahlen usw.) wird festgestellt, und Sätze eine Reihe von Änderungen (moves) des 
Diagrammes betreffend werden gefunden. Poul Heegaard (Oslo). 

Heesch, H.: Über topologisch gleiehwertige Kristallbindungen. Z. Kristallogr. A 84, 
399—407 (1933). 

; Es wird die Frage behandelt: Welche gitterhaften Ebenenteilungen (in Polygone, 
Kanten und Ecken) gibt es, bei denen durch eine Decktransformation jede Kante in 
jede andere übergehen kann? Verf. geht von der Eulerschen Polyedergleichung 
e—k+f=2- haus. hist der Zusammenhang, also für den Fall der Gitterebene 
(Torus) ist A= 2. Wenn eine Kante der Teilung zwischen einer i-zähligen und 7- 
zähligen Ecke verlaufend ein n-Eck von einem m-Eck trennt, so ergibt sich aus der 
Euler-Gleichung DE En 7 —1+ n + =) — 0. Dabei ist die Summierung über 
alle Kanten der Teilung zu erstrecken. Da die Kanten alle gleichwertig sein sollen, ist 
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zur Lösung der Aufgabe die diophantische Gleichung 74 + .. ee 1 zu 


diskutieren. Ergebnis: Es gibt 28 derartige Teilungen, von denen 25 durch Abbil- 
dungen veranschaulicht werden. F. Laves (Göttingen). 


Quantentheorie. 


© Carrelli, Antonio: La teoria dei quanti. (Coll. Omnia. Nr 28.) Roma: P. Üre- 
monese 1932. 152 S. L. 6.50. 

© Born, Max: Moderne Physik. Sieben Vorträge über Materie und Strahlung. 
Ausgearb. v. Fritz Sauter. Berlin: Julius Springer 1933. VII, 272 8. u. 95 Abb. RM. 18... 


© Brillouin, L.: Notions de m&canique ondulatoire. Les möthodes d’approximation. 
(Aetualitös seient. et industr. Nr. 39. Exposes sur la theorie des quanta. Publies de Leon 
Brilleuin. I.) Paris: Hermann & Cie. 1932. 35 8. u. 6 Fig. 

Inhaltsübersicht: Definitionen usw. Harmonischer Oszillator. — Approximation 
für die Bewegung eines Massenpunktes im Kraftfeld, von der klassisch-mechanischen 
Lösung ausgehend (nach Kramers usw.). Ausführliche Erörterung des eindimen- 
sionalen Falles. _Störungstheorie (Entwicklung H=H,+AH, +P®B,;+ --;; 
y=Yyp+Ayı+42y+ --:); mit und ohne Entartung. Starke Störungen (Dis- 
kussion der Störungsdeterminante). Beispiele dazu; ein für die Metalltheorie wichtiges 
Beispiel. Zeitabhängige Hamiltonfunktion; Variation der Konstanten. Matrizen- 
begriff. Betrachtung eines Beispiels. P. Jordan (Rostock). 


Corbino, O0. M.: La nuova meeccaniea. Rend. Semin. mat. fis. Milano 6, 187—202 
(1932). 

L’autore espone ed illustra con esempi i concetti fondamentali della Meccanica 
ondulatoria. Autoreferat. 

Pauli, W.: Einige die Quantenmechanik betreffenden Erkundigungsfragen. Z. 
Physik 80, 573—586 (1933). 

Versuch einer Beantwortung der ersten beiden von Ehrenfest (Z. Phys. 78, 555, 
vgl. dieses Zbl. 5, 273) gestellten Fragen. — $1. Der Grund für die Annahme einer 
y-Funktion mit 2 reellen Komponenten im nicht relativistischen spinfreien Fall wird 
in der Existenz einer positiv-definiten Wahrscheinlichkeitsdichte, welche die zeitlichen 
Ableitungen der Wellenfunktion nicht enthält, gefunden. $2. Die Analogie zwischen 
Photonen und Elektronen wird genau diskutiert auf Grund eines axiomatischen Auf- 
baus der Theorie des Wellenfeldes, wobei zwischen dem „kleinen Wellenfeld‘“ (e, R) 
bzw. eines Photons bzw. Teilchens und dem „großen Feld“ (C,H) bzw. W einer 
Gesamtheit genau unterschieden wird. Die Analogie findet ihre Grenze bei der Wahr- 
scheinlichkeitsdichte, die für das Photon außerhalb der Grenzen der geometrischen 
Optik nicht existiert. Ein anderer Unterschied ist, daß beim Photon die Zustände 
negativer Energie (Zeitabhängigkeit e-'”® mit » < 0) zwar möglich sind, aber keine 
Übergänge zu ihnen stattfinden. Weiter ist das Y-Feld prinzipiell nicht meßbar, während 
& und 9 im Grenzfall großer Lichtquantenzahlen klassisch meßbar sind, wobei aber 
die Anzahl der Lichtquanten bei der Messung eine unbestimmte Änderung erleidet. 
In $3 wird die Formulierbarkeit der Quantenmechanik als Nahewirkungstheorie 
diskutiert. van der Waerden (Leipzig). 

Goldman, Stanford: The relation between the resolving power of a Speetroscope 
and the prineiple of uncertainty. J. Opt. Soc. Amer. 23, 70—71 (1933). 

Der Verf. zeigt, daß das Auflösungsvermögen eines Spektralapparates (Beugungs- 
gitter, Echelon, Interferometer oder Prismenspektrograph) in unmittelbarem Zusammen- 
hang mit der bekannten ‚„Unbestimmtheitsrelation‘‘ der Quantenmechanik steht, ja 
daß beide identisch sind. Für das Beugungsgitter ist das Auflösungsvermögen gleich 
dem in Wellenlängen gemessenen Wegunterschied der beiden äußersten Strahlen. Ist 
dieser Wegunterschied B/A, so ist der zugehörige Zeitunterschied für diese Strahlen 
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At= Bje, wenn c die Lichtgeschwindigkeit in Luft bedeutet. Die Unbestimmtheit 


in der Energie eines vom Spektroskop „aufgelösten“ Photons it AE=hAv= hv > 
> hZ ‚ also ist AB. At=h. — Für ein Prismenspektroskop wird, wenn L die 


Länge der Basis des Prismas ist: AE = LU 17); worin noch U die Gruppen- 


geschwindigkeit und a die Phasengeschwindigkeit ist. Da für das Photon die Gruppen- 
geschwindigkeit in Frage kommt, so unterscheidet sich die Zeit, die das Photon auf den 
beiden äußersten Strahlen gebraucht, um vom Quellpunkt zum Bildpunkt zu ge- 
langen, um At = L(1/U — 1/a), so daß auch hier AE - At = A ist. Picht. 

Milner, 8. R.: On the foundations of the eleetron wave equation. Proc. Roy. Soc. 
London A 139, 349—368 (1933). 

Die Arbeit bemüht sich um eine Herleitung der Diracschen Gleichung aus all- 
gemeinen Prinzipien, sowie um eine Fortführung der Eddingtonschen Überlegungen 
über die Deutung der Diracschen Matrizen. Die 16 von Eddington studierten „‚Ro- 
tationen“ erlauben eine geometrische Deutung in einem vierdimensionalen Kontinuum 
mit komplexen Koordinaten. P. Jordan (Rostock). 


Korn, Arthur: A mechanical theory of wave mechanies and quantum mechanices. 
Philos. Mag., VII. s. 15, 236—241 (1933.) 

Der Verf. hält es für einen Mangel der Wellenmechanik, daß sie nicht angibt, 
„was“ sich in Wellenform ausbreitet; er verwendet zur Aufklärung dieser Frage die 
hydrodynamischen Gleichungen sowie die Zustandsgleichung der idealen Gase und 
glaubt, nachdem auf diese Weise auch der Temperaturbegriff hereingebracht ist, das 
Richardsonsche Gesetz zu begründen. P. Jordan (Rostock). 


Wigner, E.: Über die Operation der Zeitumkehr in der Quantenmechanik. Nachr. 
Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 31, II, Nr 32, 546—559 (1932). 

Gewisse, von Kramers aufgefundene allgemeine Regelmäßigkeiten der Lösungen 
der quantenmechanischen Eigenwertgleichung finden ihre systematische Begründung 
in einer Betrachtung der Operation der Zeitumkehr, gegen welche die Schrö- 
dingergleichung bei Abwesenheit magnetischer Kräfte invariant ist. Dieser Operation 
entspricht ein auf die Eigenfunktionen wirkender Operator K, welcher nicht mehr die 
Eigenschaften linearer (analytischer) Operatoren hat, sondern der Bedingung 

Klap+by)=a*Kp+b*Ky () 
genügt; ferner ist (Ko, y) = (Ky,g@); und K”=1 bzw. K"=-—-1. In der Schrö- 
dingertheorie ohne Spin ist X?=1, indem nämlich einfach Ko = 9* ist. Bei 
Berücksichtigung des Spins ist X?= 1 bei gerader und K?—= — 1 bei ungerader 
Elektronenzahl. Wegen (1) kann die gewöhnliche Darstellungstheorie nicht ohne 
weiteres auf diesen Operator angewandt werden; die eintretenden Änderungen werden 
systematisch erörtert. P. Jordan (Rostock). 

Heisenberg, W.: Über den Bau der Atomkerne. III. Z. Physik 80, 587—596 (1933). 

$1. Anwendung der Thomas-Fermi-Methode auf den Atomkern. Außer den in 
Teil I und II (vgl. dies. Zbl. 5, 92 u. 231) eingeführten Wechselwirkungsenergien wird 
dabei noch eine „statische“ Wechselwirkung L(r;,) von Neutron und Proton mit- 
- berücksichtigt, die dem elektrostatischen Teil der Bindungsenergie etwa von H und 
H+ im H$ entspricht. Der Atomkern erscheint approximativ als „Gas“ gleichartiger 
Teilchen mit einer Wechselwirkungsenergie 

U) 2, nn - Ll - 


n(n — 


N,(mı — nn 1) 
r 


1) 
n(n — 1) aller n(n — 1) 
(Bezeichnungen wie früher), wobei, wenn o(t) die Teilchendichte am Orte r ist, nach 
der Fermistatistik die kinetische Energie gleich 


2 4m ( 3 \5f3 Sf 
Ein = M ot) dt 
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wird. Die genauere Diskussion dieser Formeln läßt aus den empirischen Massendefekten 


erschließen, daß in schweren Kernen o(t) — ausgenommen nahe der Oberfläche = 
praktisch konstant sein muß: o(t) = 0,, Wo 0, etwa denselben Wert wie beim 
«&-Teilchen hat. Für n,/n, = konst. wird die Energie E=— an + bn?!®+c, wie früher 


ohne nähere Begründung angenommen war. $2. Streuung von y-Strahlen am Atom- 
kern. Die frühere Ansicht, daß die rohe Proportionalität des Streuvermögens mit dem 
Quadrat der Neutronenzahl Beweis für kohärente (Rayleighsche) Streuung sei, 
ist irrig. $3. Die Grundannahme der Theorie, Kernaufbau aus Protonen und Neu- 
tronen, bildet die einfachste Erklärung der Tatsache, daß die energetische Verwaschen- 
heit der Kernelektronen (kontinuierliche 8-Spektren) sich nicht auf die schweren Kern- 
bestandteile überträgt (diskrete &-Spektren), obwohl diese nur durch die negativen 
Elektronen zusammengehalten werden. P. Jordan (Rostock). 


Latimer, W. M., and W. F. Libby: Bond energies and mass defeets in atomie nuelei. 
J. chem. Phys. 1, 133—136 (1933). 

Die Verff. berechnen die Massendefekte (Bindungsenergien) einiger Kerne mit dem 
Atomgewicht vom Typ 4n. An Stelle des Gamowschen Tröpfchenmodells rechnen sie 
mit einem statischen, aus &-Teilchen aufgebauten Gitter als Kernmodell. Die 4 Pro- 
tonen eines &-Teilchens sollen an den 4 Ecken eines Tetraeders angeordnet sein und 
die &-Teilchen sind derart aneinander gebunden gedacht, daß der Tetraederwinkel den 
ganzen Kernaufbau beherrscht. Es gibt dann Bindungsstellen, an denen je 2, 3 oder 
4 Protonen von «&-Teilchen zusammenstoßen. An den Stellen, wo 4 Protonen zusammen- 
stoßen, muß noch ein zusätzliches Paar von Bindungselektronen eingebaut werden. 
Die gesamte Bindungsenergie stellt sich dann dar als die Summe der Einzelbindungen 
der drei genannten Typen und der Coulombschen Abstoßungsenergie. Für die Energie- 
beträge der Bindungstypen werden Werte angesetzt, die auf Grund der Massendefekt- 
kurve berechnet sind. Für sehr symmetrische Kerne, wie O 16, Zn 64, Xe 124, und Po 208 
werden die zur Kenntnis des Coulombschen Abstoßungsgliedes nötigen Kernradien 
einfach gleich dem Radius des unter Annahme einer Gitterkonstante (Größe des «&- 
Teilchens) aufgebauten nahezu sphärischen Modells gesetzt. Mit Hilfe dieser 4 Para- 
meter berechnen die Verf. die Massendefekte der genannten Kerne in guter Überein- 
stimmung mit dem Experiment, dessen absolute Fehlergrenzen allerdings sehr weit 
sind. Ebenso berechnen die Verff. die beim Zerfall der Uranreihe frei werdende Ge- 
samtenergie, wobei der Uranradius aus der unter den genannten Annahmen berechneten 
Kurve der Kernradien extrapoliert wird. Houtermans (Berlin). 


Pasehen, F.: Liniengruppen und Feinstruktur. S.-B. preuß. Akad. Wiss. H. 32/33, 
502-513 (1932). 

Es werden im Al II- und Hg I-Spektrum Beispiele für solche Terme diskutiert, bei 
denen die Wechselwirkung zwischen Kernspin und Elektronenhülle vergleichbar oder 
größer ist als die Kopplungskräfte innerhalb der Elektronenhülle (Z-S-Kopplung bzw. 
Singlett-Triplett-Abstand). Es tritt dann „Paschen-Back-Effekt‘“ im magnetischen 
Felde des Kerns ein. E. Teller (Göttingen). 

Inglis, D. R., and N. Ginsburg: Atomie energy levels and Zeeman effeet. Physic. 
Rev., II. s. 43, 194—196 (1933). 

In der bisherigen Theorie der komplizierten Spektren berechnet man die Termlage, 
die Termaufspaltungen usw. aus der elektrostatischen Wechselwirkung der Elektronen 
und aus der Spin-Bahn-Wechselwirkung jedes einzelnen Elektrons. Die Spin-Bahn- 
Wechselwirkung verschiedener Elektronen wird vernachlässigt, ebenso die Spin-Spin- 
Wirkung verschiedener Elektronen. Die übliche Begründung dafür ist, daß die in Be- 
tracht gezogene Spin-Bahn-Wechselwirkung mit einer höheren Potenz der „effek- 
tiven“ Kernladung geht als die vernachlässigten Störungen. Für die äußersten Elek- 
tronen (auf die gerade die Theorie angewendet wird) ist die Berechtigung zu dieser Ver- 
nachlässigung zweifelhaft. Die Verff. zeigen an der Berechnung der Aufspaltungen 
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und Zeemaneffekte der Anordnung p5p, daß die Vernachlässigungen zu merklichen 
Differenzen zwischen Theorie und Beobachtung führen. Bechert (München). 

Sehott, 6. A.: On the eleetromagnetie fields due to variable electric charges and 
the intensities of speetrum lines according to the quantum theory. Proc. Roy. Soc. 
London A 139, 37—56 (1933). 

Das gewöhnliche quantenmechanische Verfahren zur Berechnung der Strahlung 
eines Atoms führt bekanntlich zu einem Resultat, welches mit dem aus der klassischen 
Vorstellung eines strahlenden Dipols folgenden identisch ist. Verf. beanstandet dieses 
Verfahren und schlägt eine Methode vor, welche auf der Einführung der Schrödin ger- 
schen Ausdrücke für Strom- und Ladungsdichte in die Maxwellschen Gleichungen 
beruht. Diese Methode wird vom Verf. als neu bezeichnet; sie ist jedoch bereits 1927 
von O.Klein angewandt worden. Verf. versucht, dieses Verfahren auf das Wasserstoff- 
atom anzuwenden. Nach außerordentlich (und unnötig) komplizierten Rechnungen 
bekommt er infolge eines Rechenfehlers das paradoxe Resultat, daß die Berücksichti- 
gung der Retardierung die Intensität der Strahlung um einen Faktor von der Ordnung 10 
ändern kann. V. Fock (Leningrad). 

Hartree, D. R., and M. M. Black: A theoretieal investigation of the oxygen atom 
in various states of ionisation. Proc. Roy. Soc. London A 139, 311—335 (1933). 

Für die Ionen O+++,0++,0+ und das neutrale O-Atom werden mit Hilfe der Har- 
tree-Methode Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen in X- und L-Schale angegeben; 
getrennt für jede Ionisierungsstufe, weil es sich herausstellt, daß die Rückwirkung der 
Entfernung eines äußeren Elektrons auf den Rumpf mehr beträgt, als im Interesse der 
nachfolgenden Termrechnungen vernachlässigt werden kann. Mit Hilfe der damit 
herstellbaren antisymmetrischen Gesamtfunktionen werden die tiefsten Elektronen- 
terme verschiedener Multiplizität (jedoch unter Vernachlässigung der Multiplettauf- 
spaltung) berechnet, wozu umfangreiche numerische Rechnungen notwendig sind, die 
durch zahlreiche Rechenproben gestützt sind. Die Ionisierungsarbeiten ergeben sich 
dabei für die Ionen O++ und O+ bis auf 0,04, für das neutrale O bis auf 0,08 atomare 
Einheiten genau (1 at. Einh. = doppelte Ionisierungsarbeit von H), die Abstände 
verschiedener Multipletts noch etwas genauer. Diese Ergebnisse sind den von Zener 
mit wasserstoffähnlichen, von vornherein antisymmetrischen Eigenfunktionen nach 
der Ritzmethode abgeleiteten etwas überlegen. Fues (Hannover). 

Sommerfeld, A.: Über die höheren Ionisierungsspannungen der Atome im Thomas- 
Fermischen Modell. Z. Physik 80, 415—422 (1933). 

In der kürzlich erschienenen Arbeit von Sommerfeld über die asymptotische 
Integration der Fermischen Differentialgleichung [Z. Physik 78, 283 (1932); dies. 
Zbl. 5, 231] war bei der Berechnung der Ionisierungsspannung der Ionen ein Fehler 
unterlaufen. Die totale und stufenweise Ionisierungsspannung eines Ions wird jetzt 
neu angegeben, wieder unter Benutzung asymptotischer Formeln. Die neue Formel 
gibt eine glatte Kurve, die sich der empirischen Zackenkurve der Ionisierungsspan- 
nungen von unten her nähert; die Übereinstimmung ist nicht besonders gut. Bechert. 

Wasastjerna, Jarl A.: On the wave mechanical theory of refraetion. Soc. Sci. 
Fennica. Comment. phys.-math. 6, Nr 18, 1—11 (1932). 

Die Arbeit handelt von der wellenmechanischen Rechtfertigung einer früher von 
“dem Verf. gegebenen Formel für das Refraktionsäquivalent [Soc. Sci. Fennica. 
Comment. phys.-math. 1, Nr38 (1923)]. Soviel ich sehen kann, enthält die Arbeit 
nichts Neues. Bechert (München). 

Wasastjerna, Jarl A.: On the eleetron distribution in atoms and ions. Soc. Sci. 
Fennica. Comment. phys.-math. 6, Nr 19, 1—14 (1932). 

Verf. hatte in der vorigen Arbeit (s. vorstehendes Referat) eine Wellenfunktion 
angeschrieben, die einem Zentralfeld mit dem Potential A/r + Bjr* entspricht. Die 
asymptotische Form (für große r) der Wellenfunktion läßt sich unmittelbar angeben; 
Verf. schematisiert sie noch weiter und vergleicht die so berechnete Elektronenver- 
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teilung mit Kurven von Hartree für Na, A, Cl, Rb. Im äußeren Teil (Elektronen 

ziemlich weit vom Kern) ergibt sich ganz passable Übereinstimmung. (Des Verf. Eigen- 

funktionen sind übrigens im wesentlichen die bekannten Slaterschen Eigenfunktionen.) 
Bechert (München). 

Wasastjerna, Jarl A.: On the ionizing potentials for atoms and ions of rare gas type. 
Soc. Sei. Fennica. Comment. phys.-math. 6, Nr 20, 1—6 (1932). 

Aus den vereinfachten Wellenfunktionen für das Zentralfeld A/r + B/r? (vgl. 
vorstehendes Referat) berechnet sich leicht ein mittlerer Elektronenabstand r vom 
Kern; das Refraktionsäquivalent‘/ und die Energie des Atoms lassen sich durch r 
ausdrücken. Man kann so aus dem empirischen / die Ionisierungsspannung für edelgas- 
ähnliche Atome und Ionen berechnen. Dabei wird zum Potential noch ein Korrektions- 
glied C/r® hinzugenommen. Die Übereinstimmung mit dem empirischen Material ist 
recht gut. Bechert (München). 

Wasastjerna, Jarl A.: The wave mechanical significanee of the apparent radii 
of atoms and ions. Soc. Sci. Fennica. Comment. phys.-math. 6, Nr 21, 1—13 (1932). 

Es wird ein Zusammenhang konstruiert zwischen der vom Verf. in früheren Ar- 
beiten (vgl. vorstehende Referate) angegebenen Elektronenverteilung in edelgasähn- 
lichen Atomen und Ionen und scheinbaren Ionenradien, die in der vorliegenden Arbeit 
definiert werden. Bechert (München). 


Wasastjerna, Jarl A.: The forces between atoms and ions. Soc. Sci. Fennica. 
Comment. phys.-math. 6, Nr 22, 1—15 (1932). 

Verf. sucht mit Hilfe seiner Atom- und Ionenradien das Wechselwirkungsgesetz 
zwischen Atomen und Ionen zu erraten. Daß es ihm einigermaßen gelingt, liegt wohl 
daran, daß er mit genügend vielen empirischen Parametern und einer guten Kenntnis 
der theoretischen wellenmechanischen Formel arbeitet. Bechert (München). 

Mrowka, Bernhard: Diamagnetische Suszeptibilität und Refraktion nach der Wellen- 
mechanik. Z. Physik 80, 495—505 (1933). 

Es wird die Suszeptibilität von H, auf Grund der van Vleck-Bitterschen Formel 
theoretisch berechnet unter Benutzung der Heitler-Londonschen und Kemble-Zener- 
schen Eigenfunktionen. Der von der Larmorpräzession herrührende Anteil ergibt sich 
als groß gegen den (bei nicht kugelsymmetrischen Molekülen auftretenden) Defor- 
mationsanteil. Die gesamte Suszeptibilität ergibt sich 14% größer als die beobachtete, 
wahrscheinlich wegen der Ungenauigkeit der benutzten Eigenfunktionen. — Ferner 
werden die Suszeptibilitäten für He, Na*, C]-, Rb*+ unter Benutzung der von Hartree 
berechneten Ladungsdichten berechnet. Für C]- gibt die Rechnung einen zu großen 
Wert, wahrscheinlich wegen der Ungenauigkeit der Hartreeschen Ladungsverteilung 
in größeren Abständen vom Kern. Bei He ist die Übereinstimmung ausgezeichnet, 
bei Na* gut. Weiter wird auf Grund einer von Kirkwood und Vinti [Physik. Z. 33 
57 (1932); dies. Zbl. 3, 285 bzw. Physic. Rev. 41, 813 (1932); dies. Zbl. 5, 234] für 
kugelsymmetrische Atome und Ionen aufgestellten Beziehung zwischen Suszeptibilität y 


und Polarisierbarkeit y (x Yy mit bekanntem Proportionalitätsfaktor) eine gleich- 
zeitige Zerlegung der für Salze in Lösung gemessenen x- und y-Werte in Anteile der 
einzelnen Ionen vorgenommen; eine Zerlegung, für die ohne Benutzung dieser Be- 
ziehung nur relative Werte zu erhalten sind. Schließlich werden auf Grund der Bohr- 
schen Bahnvorstellung die Ionensuszeptibilitäten abgeschätzt, wobei diese grobe 
Schätzung die ungefähren Werte und den Gang von x für die verschiedenen Ionen und 
Edelgase liefert. E. Hückel (Stuttgart). 

Gerhard, Sherman L., and David M. Dennison: The envelopes of infrared absorption 
bands. Physic. Rev., II.s. 43, 197—204 (1933). 

Es wird die Intensitätsverteilung in ultraroten Oszillationsrotationsbanden für 
Moleküle mit einer Symmetrieachse berechnet. Der Beitrag der verschiedenen Ro- 
tationszustände liefert eine Summe, die durch ein Integral ersetzt wird, was erlaubt ist, 
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wenn die Temperatur ausreicht, um viele Rotationsquanten anzuregen. Die Rechnung 
ist für die Parallel- und die Senkrechtbanden durchgeführt worden. E. Teller. 

Goldstein, L.: Sur la thöorie des speetres continus de la molöeule d’hydrogene. 
J. Physique Radium, VII s. 4, 44—53 (1933). 

Es wird die Intensitätsverteilung in den kontinuierlichen H,-Banden (Endzustand 
13,2) ‚berechnet. E. Teller (Göttingen). 

Sirkar, S. (.: A bibliography of the Raman effeet. 1930—32. Indian J. Physics 
a, Proc. Indian Assoc. Sci. 7, 431—469 (1932). 

Oka, Syöten: Zur Theorie der Oberflächenspannung beliebiger verdünnter Elektro- 
Iyte mit einer Untersuchung über die Struktur der Kapillarschicht. Proc. Phys.-Math. 
Soc. Jap., III. s. 14, 649—664 (1932). 

Es werden, zunächst für ein-einwertige Elektrolyte, auf Grund des Maxwell- 
Boltzmannschen Prinzips und der Gesetze der Elektrostatik die Differentialgleichungen 
für den Verlauf der Ionen- und Potentialverteilung von der Oberfläche ins Innere der 
Lösung aufgestellt und integriert. Vorausgesetzt ist dabei, daß die Ionendurchmesser 
klein gegen die Dicke der Ionenatmosphäre sind (genügend kleine Konzentrationen). 
Damit kann die von den Ionen herrührende Oberflächenenergie und hieraus die freie 
Oberflächenenergie (Oberflächenspannungserniedrigung) berechnet werden. Da die Vor- 
aussetzung genügend kleiner Konzentrationen bei den vorliegenden Messungen nicht 
erfüllt ist, führt Verf. den Dissoziationsgrad ein. (Es wäre richtiger, den Ionendurch- 
messer einzuführen, wie dies in einer früheren Arbeit von C. Wagner [Physik. Z. 25, 
474 (1924)] geschehen ist; diese Arbeit scheint Verf. unbekannt zu sein.) Anschließend 
wird die Theorie für beliebige Elektrolyte durchgeführt. Der Vergleich mit der Erfahrung 
(zu dem nicht alles vorliegende Material herangezogen wird) ergibt mit den vom Verf. 
angegebenen Dissoziationsgraden befriedigende Übereinstimmung. E. Hückel. 

Weigle, J.: L’orientation des mol&cules non polaires par les dipoles. Helv. physica 
Acta 6, 68—81 (1933). 

Versuch, die Polarisation des Lösungsmittels durch die Dipolmoleküle der gelösten 
Substanz in Rechnung zu bringen und so die Unterschiede in den experimentell ge- 
fundenen Werten des Dipolmoments bei verschiedenen Lösungsmitteln zu deuten. 

R.de L. Kronig (Groningen). 
Bell, Ronald P.: The application of quantum mechanies to chemical kineties. Proc. 
Roy. Soc. London A 139, 466—474 (1933). 
Es wird darauf hingewiesen, daß man bei sog. adiabatischen Reaktionen, die man 
durch die Bewegung von Atomkernen in Potentialfeldern beschreiben kann, die Be- 
wegung der Kerne mit Hilfe der Wellenmechanik zu beschreiben hat. Für einen ein- 
dimensionalen Potentialverlauf von spezieller, von Eckart angegebener Form [Physic. 
Rev. 35, 1303 (1930)], für den sich die Schrödingergleichung streng integrieren 
läßt, wird untersucht, welche Abweichüngen sich für die Übergangswahrscheinlich- 
keit über die Potentialschwelle gegenüber der klassischen Mechanik ergeben. Sie 
beruhen auf dem sog. „tunnel-effect“ und hängen von der Masse des Atoms, den 
die Potentialschwelle charakterisierenden Parametern und der Temperatur ab. Sie 
haben zur Folge, daß die experimentell bestimmte Aktivierungswärme kleiner als die 
Höhe der Potentialschwelle ausfällt. Praktisch spielen die Abweichungen nur beim 
H-Atom eine Rolle (große de Broglie-Wellenlänge). Auf diese Abweichungen wird die 
Diskrepanz zwischen dem von Eyring und Polanyi (zu groß) berechneten und dem 
von Geib und Harteck beobachteten Wert der Aktivierungswärme für die orthopara 
Wasserstoffumwandlung zurückgeführt. [Z. physik. Chem. 12, 279 (1931); dies. Zbl. 1, 
314 u. Z. physik. Chem. Erg.-Bd., Bodenstein-Festbd. 849—862 (1931).] Hückel. 

° _ Brillouin, L.: Champs self-consistents et &leetrons mötalliques. II. J. Physique 
Radium, VII. s. 4, 1—9 (1933). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 6, 90) wurde der Einfluß der Wechselwirkung 
der Elektronen in dem Modell eines festen Körpers, das von den Eigenfunktionen der 
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einzelnen Elektronen in einem festen Kraftfeld ausgeht, für den Grenzfall freier Elek- 
tronen untersucht. Die Berechnung des zu dem Blochschen Ergebnis hinzukommenden 
kleinen Korrektionsgliedes wird in der vorliegenden Arbeit verbessert. F. Hund. 

Silberstein, Ludwik: Speetral composition of an X-ray radiation determined from 
its filtration eurve. Philos. Mag., VII. s. 15, 375—394 (1933). 

Zur Bestimmung der spektralen Zusammensetzung einer Röntgenstrahlung aus 
der Abhängigkeit der durchgelassenen Intensität von der Schichtdicke wurde früher 
eine Näherungsmethode angegeben (dies. Zbl. 4, 329). Für eine spezielle Form der 
genannten Abhängigkeit, die für die praktisch vorkommenden Fälle hinreichend genau 
gilt, wird jetzt eine strenge Lösung gegeben. F. Hund (Leipzig). 

Gans, Richard, und Jürgen v. Harlem: Widerstandsänderung ferromagnetischer 
Kristalle. Ann. Physik, V. F. 15, 516—526 (1932). 

Auf Grund der Symmetrieverhältnisse folgt eine bestimmte Abhängigkeit der 
Widerstandsänderung sowie der Längenänderung ferromagnetischer Einkristalle von 
der Richtung der Magnetisierung und von der Richtung des Stromes bzw. der Längen- 
messung. Gewisse Kombinationen der im Ausdruck der Widerstandsänderung auf- 
tretenden Koeffizienten werden für gesättigte Ni-Kristalle aus empirischen Daten 
berechnet. Sie reichen aus, um auf Grund einer Heisenbergschen Überlegung mit der 
Annahme spontan magnetisierter Elementargebiete (dies. Zbl. 1, 370) Aussagen über das 
Verhalten von ungesättigtem Ni zu machen; die Aussagen wurden mit der Erfahrung 
verglichen. Bei Fe werden durch geeignete Wahl der Koeffizienten die empirischen 
Ergebnisse dargestellt. F. Hund (Leipzig). 

Gans, Richard, und Jürgen von Harlem: Magnetostriktion ferromagnetischer 
Kristalle. Ann. Physik, V. F. 16, 162—173 (1933). 

Überlegungen, die den für die Widerstandsänderung (s. vorangehendes Ref.) 
angestellten analog sind, werden für die Längenänderung ferromagnetischer Ni- und 
Fe-Einkristalle angestellt. Auch hier bewährt sich die Heisenbergsche Hypothese 
spontan magnetisierter Elementargebiete. F. Hund (Leipzig). 

Peierls, R.: Zur Theorie des Diamagnetismus von Leitungselektronen. Z. Physik 
80, 763791 (1933). 

Die magnetische Suszeptibilität eines Systems folgt in einfacher Weise aus der 
freien Energie oder auch aus der „Zustandssumme‘‘ als Funktion des Feldes. Wenn 
die Hamiltonsche Funktion des Systems sich additiv aus zwei Teilen zusammensetzt, 
von denen einer als kleine Störung angesehen werden kann, oder wenn sie aus zwei 
Teilen besteht, die statistisch unabhängig voneinander sind, so gelten in der klassischen 
Theorie mit der Boltzmannstatistik gewisse einfache Sätze für die Zustandssumme. 
Analoge Sätze werden für die Quantentheorie und die Fermistatistik bewiesen. Damit 
läßt sich die freie Energie eines Gases aus freien Elektronen für schwache Magnet- 
felder angeben. Es ergibt sich der schon von L. Landau [Z. Physik 64, 629 (1930)] ge- 
fundene Ausdruck (diamagnetische Suszeptibilität von Feld und Temperatur unab- 
hängig und gleich !/; der paramagnetischen). Die hier gegebene Ableitung hat den 
Vorzug, daß sich auch über die vom Grenzfall der freien Elektronen abweichenden 
Modelle eines Leiters etwas aussagen läßt. Das Modell der freien. Elektronen, die 
Stöße erfahren, ergibt erst dann ein abweichendes Ergebnis, wenn die Stöße sehr 
häufig werden; auch dann bleibt die Feldunabhängigkeit der Suszeptibilität in schwachen 
Feldern noch bestehen. Das Modell aus Elektronen, die unabhängig voneinander 
durch ein periodisches Kraftfeld von positiven Ladungen stark gebunden sind, wird 
für den Fall eines einfachen kubischen Gitters behandelt; auch hier entsteht ein Term, 
der dem Landauschen analog ist (ohne gleich !/, des Paramagnetismus zu sein); er ist 
temperaturunabhängig, seine Abhängigkeit vom Feld kann verwickelter sein. Hund. 


